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El objetivo de la estadistica, y en particular de la estadistica bayesiana, es proporcio-
nar una metodologia para analizar adecuadamente la informacién con la que se cuenta
(andlisis de datos), y decidir de manera razonable sobre la mejor forma de actuar
(teoria de decisién). El propésito de este trabajo es dar una introduccién bésica a la
Inferencia Bayesiana, con el fin de que se tenga una visiéon general de ella.

The goal of statistics, in particular bayesian statistics, is to provide a methodology for
adequately analyzing available information (data analysis), and afterwards choosing
the best form of action (decision theory). The purpose of this article is to give a basic
introduction to Bayesian Inference with the aim being to provide a general overview
of the topic.
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1. Introduccién

El interés por el teorema de Bayes trasciende la aplicacién clésica, especialmente
cuando se amplia a otro contexto en el que la probabilidad no se entiende exclusiva-
mente como la frecuencia relativa de un suceso a largo plazo, sino como el grado de
conviccién personal acerca de que el suceso ocurra o pueda ocurrir (definicién subjeti-
va de la probabilidad). Afirmaciones del tipo ”es muy probable que el partido X gane
las préoximas elecciones”, ”es improbable que Juan haya sido quien llamé por teléfono”
o "es probable que se encuentre un tratamiento eficaz para el sida en los proximos
cinco anos”, normales en el lenguaje comin, no pueden cuantificarse formalmente;
resultan ajenas a una metodologia que se desenvuelva en un marco frecuentista. Una
cuantificacion sobre una base subjetiva resulta, sin embargo, familiar y fecunda para
el enfoque bayesiano. Al admitir un manejo subjetivo de la probabilidad, el analista
bayesiano puede emitir juicios de probabilidad sobre una hipdtesis H, y expresar por
esa via su grado de conviccién al respecto, tanto antes como después de haber ob-
servado los datos. En su versién mas elemental, el teorema de Bayes toma la forma
siguiente: Pr(datos|H)

Pr(H|datos) = Pr{datos) Pr(H).

La probabilidad a priori de una hipétesis, Pr(H), se ve transformada en una pro-
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babilidad a posteriori, Pr(H|datos), una vez incorporada la evidencia que aportan
los datos. El caso considarado se circunscribe a la situacion mas simple, aquella en
la que Pr(H) representa un numero tunico; sin embargo, si se consigue expresar la
conviccién inicial (y la incertidumbre) mediante una distribucién de probabilidades,
entonces una vez observados los datos, el teorema ”devuelve” una nueva distribucién,
que no es otra cosa que la percepcién probabilistica original actualizada por los datos.

Los métodos bayesianos han sido cuestionados argumentando que al incorporar
las creencias o espectativas personales del investigador, éstas pueden ser caldo de
cultivo para cualquier arbitrariedad o manipulacién. Se podria argumentar, por una
parte, que el enfoque frecuentista no estd exento de decisiones subjetivas (nivel de
significancia, usar una o dos colas, importancia que se concede a las diferencias, etc.).
De hecho, la subjetividad (algo bien diferente de la arbitrariedad y el capricho) es un
hecho inevitable, especialmente en un marco de incertidumbre como en el que operan
las ciencias bioldgicas o sociales.

Aunque las bases de la estadistica bayesiana datan de hace més de dos siglos, no es
sino hasta fechas relativamente recientes cuando empieza a tener un uso creciente en
el &mbito de la investigacion. Una de las razones que explican esta realidad y que a la
vez anuncian un desarrollo aiin mayor en el futuro, es la absoluta necesidad del calculo
computarizado para la resolucién de algunos problemas de mediana complejidad. Hoy
ya existe software disponible que hace posible operar con estas técnicas, lo cual augura
una aplicacién cada vez mayor de los métodos bayesianos (ver [2] y [6]).

El marco tedrico en el que se aplica la inferencia bayesiana es similar al de la cldsica:
hay un parametro poblacional respecto al cual se desea realizar inferencia, y se tiene
un modelo que determina la probabilidad de observar diferentes valores de un vector
aleatorio X, bajo diferentes valores de los parametros. Sin embargo, la diferencia
fundamental es que la inferencia bayesiana considera al parametro como una variable
aleatoria, o vector aleatorio, segiin sea el caso, lo cual conduce a una aproximacion
diferente para realizar la modelacién del problema y la inferencia propiamente dicha.

Algunos ejemplos que justifican lo anterior son: la verdadera proporcién de articu-
los defectuosos que produce un proceso de manufactura puede fluctuar ligeramente,
pues depende de numerosos factores; la verdadera proporciéon de casas que se pier-
den por concepto de hipoteca varia dependiendo de las condiciones econdémicas; la
demanda promedio semanal de automéviles también fluctuara como una funcién de
varios factores, incluyendo la temporada.

En esencia, la inferencia bayesiana estd basada en la distribucién de probabilidad
del pardmetro dados los datos (distribucién a posteriori de probabilidad, Pr (0 | y)),
en lugar de la distribucién de los datos dado el pardmetro. Lo tnico que se requiere
para el proceso de inferencia bayesiana es la especificacién previa de una distribucién a
priori de probabilidad Pr(6), la cual representa el conocimiento acerca del pardmetro
antes de obtener cualquier informacién a través de los datos.

La nocién de la distribucién a priori, o inicial, para el parametro es el corazén del
pensamiento bayesiano. El anélisis bayesiano hace uso explicito de las probabilidades
para cantidades inciertas (pardmetros) en inferencias basadas en andlisis estadistico
de datos.

La inferencia bayesiana se basa en el uso de una distribuciéon de probabilidad para
describir todas las cantidades desconocidas relevantes a un problema de estimacién.
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2. Conceptos bayesianos basicos

En lo que resta de este trabajo f denotard diferentes funciones de densidad de
probabilidad. En cada caso el contexto hard claro a cudl representa.

2.1 Teorema de Bayes

SeaY = (Y1, Yo, ..., Y;l)/ un vector aleatorio cuya densidad de probabilidad f(y|6)
depende de k pardmetros que forman el vector 8 = (61, 65, ..., Gk)/. Supéngase también
que 0 tiene una densidad de probabilidad f(6). Entonces la densidad de probabilidad
condicional de 8 dado el vector de observaciones y = (y1,y2, --- y”)/ es

f(yl0)£ ()
fly) 7

donde f(y) # 0. A esta ecuacién se le conoce como el teorema de Bayes, donde f(y)
es la distribucién de probabilidad marginal de Y, la que puede ser expresada como

| [F(yl0)f(8)df sib es continuo,
1) = Yoo f(y|0)f(6) si 6 es discreto.

La suma o integral se realiza sobre el espacio paramétrico de . De este modo, el
teorema de Bayes puede ser escrito como

fOly) = cf(yl0)f(0) o< f(y|0)f(0), (1)

donde f(6) representa lo que es conocido de 6 antes de recolectar los datos y es
llamada la distribucién a priori, o inicial, de §; f(f]y) representa lo que se conoce de
0 después de recolectar los datos y es llamada la distribucién a posteriori, o final, de
0 dado Y = y; ¢ es una constante normalizadora necesaria para que f(f|y) sume o
integre uno.

f0ly) =

Dado que se ha observado Y = y, entonces, puesto que 6 es desconocido, a la
funcién de @ definida como I(f]y) = f(y|f) se le denomina funcién de verosimilitud
de 6 dado y (ver [3]). En general, otra observacién de Y define otra funcién de
verosimilitud distinta. Entonces la formula de Bayes puede ser expresada como

F(Oly) o [(0ly) £ (6).

Ejemplo 1. Sean el parametro 6 que a priori tiene una distribucién uniforme en el
intervalo [0,1], y la variable aleatoria Y que tiene una distribucién de probabilidad
binomial con parametros m y €, con m conocido. Entonces se tienen las siguientes
funciones de distribucién

o) =1, 0<6<1,
Fylo) = (Z)ey(l —Om Y, y=0,1,..,m.

Ahora, para una muestra aleatoria de tamafnio n la funcién de verosimilitud estd dada
por

n

1(0ly) = [H (7;)] 07 (1 — 0",y €{0,1,...,m}.

i=1
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Al aplicar el teorema de Bayes dado en la ecuacién (1), la distribucién a posteriori
de 6 dada la muestra y queda expresada como

(mh™

HZL:1 yi! H?:1(m —vi)!

Esta expresién puede escribirse de la siguiente manera,

f(9|y) =c 927/{(1 _ 9)”771—2:%.

(m!)ﬂ,
[Ty i TEZy (m = )

que tiene la forma de una distribucién beta con pardmetro (Zy; +1) y (nm—Xy; +1).
Luego el valor de la constante normalizadora c es

T(nm + 2) [T TI(m — yi)!
I'(Xy; + DI (nm — Zy; + 1) (m!)" .

G(Eyl—i_l)_l (1 _ 0)(77,711—2%—}-1)—17

f@ly)=c

Nétese que es a través de I(0]y) que los datos (informacién muestral) modifican el
conocimiento previo de 6 dado por f(6).

Por 1ltimo, es conveniente senalar que la informacién muestral Y por lo general
serd introducida en el modelo a través de estadisticas suficientes para 6, dado que
éstas contienen toda la informacion referente a los datos. Asi, dado un conjunto de
estadisticas suficientes T' para los pardmetros en 6, f(y|6) podrd ser intercambiada
por f(t|f), donde t es una observacién de T, para lo cual bastard con calcular la
distribucién condicional de T' dado 6.

2.2 Naturaleza secuencial del Teorema de Bayes

Supodngase que se tiene una muetra inicial y,. Entonces, por la férmula de Bayes
dada anteriormente se tiene

fOly1) oc1(6]y1) f(6)-

Ahora supdngase que se tiene una segunda muestra y, independiente de la primera
muestra, entonces

fOly1,y2) < 1(0ly1,¥2)f(0) = 1(0]y1)1(Oly2) f(0),

de donde
f(Oly1,y2) o< U(0]y2) f(O]y)-

De esta manera, la distribucién a posteriori obtenida con la primera muestra se con-
vierte en la nueva distribucién a priori para ser corregida por la segunda muestra.
Este proceso puede repetirse indefinidamente. Asi, si se tienen r muestras indepen-
dientes, la distribucién a posteriori puede ser recalculada secuencialmente para cada
muestra de la siguiente manera,

FOly1, ¥, Ym) <101y, FOly1, Yoo, Ym_1), Daram =23, ...,7.

Nétese que f(0|y1,¥s, -, ¥,) puede también ser obtenida partiendo de f(6) y consi-
derando al total de las » muestras como una sola gran muestra.
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2.3 Distribucién a priori difusa o no informativa

La distribucién a priori cumple un papel importante en el andlisis bayesiano, ya
que mide el grado de conocimiento inicial que se tiene de los pardametros bajo estudio.
Si bien su influencia disminuye a medida que mds informaciéon muestral esta dispo-
nible, el uso de una u otra distribucién a priori determinard ciertas diferencias en la
distribucién a posteriori.

Si se tiene un conocimiento previo sobre los parametros, éste se traducird en una
distribucién a priori. Asi, serd posible plantear tantas distribuciones a priori como
estados iniciales de conocimiento existan, y los diferentes resultados obtenidos en la
distribucién a posteriori bajo cada uno de los enfoques adquirirdn una importancia
en relacién con la conviccién que tenga el investigador sobre cada estado inicial. Sin
embargo, cuando nada es conocido sobre los pardmetros, la seleccién de una distribu-
cién a priori adecuada adquiere una connotacién especial, pues sera necesario elegir
una distribucién a priori que no influya sobre ninguno de los posibles valores de los
parametros en cuestién. Estas distribuciones a priori reciben el nombre de difusas o
no informativas.

Método de Jeffreys

En situaciones generales, para un parametro 6 el método mas usado es el de Jeffreys
(ver [5]), que sugiere que si un investigador es ignorante con respecto al vector de
pardmetros 8 = (61,02, ...,Hn),, entonces se debe cumplir la siguiente condicién de
invariancia: su opinién acerca de # dada la evidencia Y debe ser la misma que para
una transformacién diferenciable uno a uno de 6, n = g(6). Esto significa que los
resultados a posteriori que obtenga el investigador deben ser los mismos, ya sea que
use a 0 o que use a 7 al analizar al mismo conjunto de datos Y con el mismo modelo.
Una condicién suficiente (ver [4]) para que se cumpla esta condicién de invariancia es

que
\/ |detI(0)|d0 = +/|detI(n)|dn,

donde I(f) es la matriz de informacién de Fisher de tamano nxn, cuyo elemento
(i, j)-ésimo es

9 log f(Y]0)
Li=—FEy | ——————*~|.
g f [ 96,00, }
Una a priori invariante propuesta por Jeffreys es
f(0) o< VIL(0)]- (2)

Ejemplo 2. Sea la variable Y con una distribucién B(n,#0),

i) = (o oy

Entonces
log f(y|0) = log <Z) +ylogt + (n —y)log(l - 0),
dlog f(yl0) _y n-y
do 6 1-6¢°
d’log f(ylo) 'y n-—y
do2 02 (1—-6)2
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De aqui
E[ 7 (T:;;] =

Asi, por (2), J
VOV1I =0

Prescindiendo de n se obtiene que la distribucién a priori de 0 es

FO) <0731 —0)"%

f(8)

esto es, 6 ~ Beta(0,5,0,5).

Ejemplo 3. Seaplicard el método de Jeffreys para calcular una distribucién conjunta
a priori para los pardmetros de un modelo normal. Sea Y ~ N(u,c?), con ambos
parametros desconocidos. Entonces

[yl 0) = ——exp (—(y‘“)) 7

V2no 202
luego
1 (y —p)?
1 =log —— —1 -
og f(y|u, o) = log o loso 572

La matriz de informacién de Fisher estd dada por

a2 o
Zlog f(Y|p,0) 525 log f(Y|u,0)

I(Q) =k 2 2 5
| 2 log f(Y|mo)  Lrlog f(Yp, o)
es decir,
1 _20—p)
o? 53

I0)=-E| oy 1 sow’
: e

o3 o2

L0
w-[ 0]

Ahora, por (2), la distribucién a priori no informativa para 6 = (i, o) es

2 1

Flp,o) o[ — o —5.

Observacién 1. Siguiendo el mismo procedimiento, se comprueba que las distribu-
ciones a priori no informativas de Jeffreys para p (con o conocida) y o (con p cono-
cida) son f(u) x 1y f(o) < o=1, por lo que si se supone independencia entre ambos

pardmetros se tendria que f(u,0) o< f(u)f(o) =071, en vez de 072,
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2.4 Distribucién a priori conjugada

En este caso, la distribucién a priori es determinada completamente por una fun-
ci6n de densidad conocida. Berger (ver [1]) presenta la siguiente definicién para una
familia conjugada.

Definicion 1. Una clase P de distribuciones a priori es una familia conjugada para
la clase de funciones de densidad R, si f(6]y) estd en la clase P para toda f(y|f) € R
y toda f(0) € P.

En este caso, la distribucién inicial dominara a la funcién de verosimilitud y f(8|y)
tendréd la misma forma que f(6), con los pardmetros corregidos por la informacién
muestral.

Ejemplo 4. Sean el parametro 6 que a priori tiene una distribucién beta con parame-
tros a y B, Y una variable aleatoria con distribucién binomial con pardmetros m y
6, con m conocido. Entonces se tienen las siguientes funciones de distribucién

10) = Fo 1= 0" T (6)
Fylo) = (Z‘) 6v(1 — )™, y=0,1,..,m.

Ahora, para una muestra aleatoria de tamafio n la funcién de verosimilitud estd dada
por

I(yld) = (H (m)> 6=vi (1 — g)mn—=vi y; € {0,1,...,m}.

i1 \Yi

Al aplicar el teorema de Bayes, la distribucion final de 8 dada la muestra y queda
expresada como

f(0ly) o< i(y]0)£(6),

O sea,
f(9|y) X 9(1-&-2!/5—1(1 o 9)8-‘,—'"”1—2;/,_17

que tiene la forma de una distribucién beta con pardmetros (a+ > y;) v (8 +nm —
> ;). Luego, la distribucién final de 6 tiene la misma forma que la distribucién a
priori, por lo que la clase de distribuciones a priori beta es una familia conjugada
para la clase de funciones de densidad binomial.

Ejemplo 5. Sean el pardmetro 6 con una distribucién N (u, Tg), donde g y 79 son
conocidos, y la variable X con una distribucién N (6, 0?), con o2 conocido. Entonces
se tienen las funciones de densidad
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Al aplicar el teorema de Bayes, se tiene

F(0]z) o exp [—1 ((9 o)’ (@ _QG)QH :

2 e o

Pero

(6 — po)* Gl 0)> _ (0 — po)* + 78 (x — 0)?
72 o2 - 252
0 0

0202 — 200 + p3) + 73 (22 — 226 + 6?)

7'302
R e P B T
n 802 o278

92 _ 2(02 po+rix)

2,2 2.2
_ oty T T
50” o278
o247
(g5)
02 o
1 1
Ztz o?ud + 18 x?
= 1 + 2.2
T T 9°To
P
B+5\°  [%+3\°
(- £5) - (F5)
13T 133 22 2.2
_ o2 T2 G2 T2 +O’ Uy + 19T
= 1 0272
s 0
0
de donde se tiene que
r N\ 2
P A
_ U%JF%
f(0]z) ocexp [ —5 7 ;
ER

es decir,
(9—N1)2>
flx) = exp | —= ,
R
donde )
Zho + 52T 11 1
p = y 5==5+—=3
% a% 7 12 o2

Asi f(0|x) ~ N(uy,72).

Observacién 2. Precisiones de las distribuciones a priori y a posteriori.

(i) A }2 se le conoce como la precisién de la distribucién.
0

(ii) En este ejemplo se tiene: precisién a posteriori = precisién a priori+precisién de los
datos.
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Ejemplo 6. Sea X = (X3, X, ..., X,,) un vector aleatorio, con las X; independientes
con distribucién N(6,0?), con o conocido y 6 ~ N(MQ,TO> Entonces, al aplicar el
teorema de Bayes, la distribucion a posteriori de  dada la muestra x queda expresada
como

FOlx) o< f(0)f(x|0) = £(0)f <x1|0> (22]0)...f (u]6),
F(O01x) o £(0)f(x]0) = waZIG

e (5 i (325

f<9|x>o<exp[—§<(9 R ICRY )]

Ahora,

= (@i =2 +2(z-0)Y (v = 7) +n(z - 0)°

porque Y ., (x; — ) = 0. De aqui

f(0]x) o< exp [—2 <(97—§0) + %(Z(ch —1)* +n(T - 9)2)>] )

(0|x)o<expl 2<(9 Toém) +(E;9)2>].

Del ejemplo anterior se tiene que

es decir,

f(9|931,$2, ...,lL'n) ~ N(0|,LL71,77—3)7

donde,
_ 2/1/0 + 07.]25f 1 _ 1 4 n
Hn = % I (% Yy 7_3 - ’Tg 0_2.

3. Inferencia Bayesiana

Dado que la distribucién final contiene toda la informacién concerniente al pardme-
tro de interés 6 (informacién a priori y muestral), cualquier inferencia con respecto a
0 consistira en afirmaciones hechas a partir de dicha distribucién.
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3.1 Estimacién puntual

La distribucién final reemplaza a la funcién de verosimilitud como una expresién
que incorpora toda la informacién. Asi f(f]y) es un resumen completo de la infor-
macién acerca del parametro 6; sin embargo, para algunas aplicaciones es deseable
(0 necesario) resumir esta informacién de alguna forma, especialmente si se desea
proporcionar un simple "mejor” estimador del pardmetro desconocido.

En el contexto bayesiano (ver por ejemplo [2]) existen dos formas de reducir la
informacién contenida en f(f|y) a un simple "mejor” estimador, a saber,
(a) A través del estimador de Bayes a posteriori.

(b) A través de la teoria de decisién.

Estimador de Bayes a posteriori.

El estimador de Bayes a posteriori se define de la siguiente manera.

Definicién 2. Sea (X3, Xs,..., X,,) una muestra de f(z]f), donde 0 es una variable
aleatoria con funcién de densidad gy(e). El estimador de Bayes a posteriori de 7(6)
con respecto a la a priori gy(e) estd dado como E(7(0)|x1, za, ..., z,).

Ejemplo 7. Sea (Xi,Xa, ..., X,,) una muestra aleatoria de f(z|0) = 60°(1 — 0)'=7,
con x € {0,1} y go(0) = I(0,1)(#). Determinaremos los estimadores de 6 y (1 — 6).
En este caso se tiene,

_ O, fwl)) 07— 0 Lo (0)
Iy 9o () TT, f(x:]0)d6 [y 65=i(1 — g)n—Sidp

fOlzy, xa, ..., xy)

De aqui,

[y 66771 — g)~Swidg

[y 6= (1 — g)n==idg

B fol 92z,;+1(1 _ o)nfEm,de

B fol Eri+1-1(1 — g)n—Sai+1-14p
B fol 921:,+2—1(1 _ 9)n—2z,+1—1d9
N fol grit1-1(1 — g)n—Sri+1-149

E0|z1,x2, ..., 2s) =

Lo i) (=300 zi+1)
_ T'(n+3)

T w+ DT (= >0 @i+
T(n+2)

P+ 2T i +2)T(n— >0 @+ 1)

CT(n+ 3P iy @i+ D0(n — 37 2 + 1)

T(n+2)Xi, @i+ DI @i+ 1)
(n+2)0(n+2)L (i, @ +1)

_ Z?:l zi+1
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Luego el estimador de Bayes a posteriori de 0, con respecto a la a priori uniforme, es
i+l
n+2
Ahora,
1 ; .
0(1 — 0)0>% (1 — 9)"~>*idp
B0 = 01,33, .2) = 22000
fo 0%=i(1 — @)n—>idf
fl QszJrl( a)n Zz,+1d9
f 921 +1— 1(1 _ 9)71 Za:,+1—1d9
B fo go+2-1(1 — g)
fol gErit1-1(] — g)n—Srt1-14g
Lol zi+2)L(n—>0" | 2i42)
T'(n+4)

= T( " x,,+1)I‘(n—ZL:1 zi+1)
T(n+2)

_ P+ 2P 2 +2)0(n — 30, =i +2)
B P+ )T, i+ D0 =200 2+ 1)

Simplificando la tltima expresién resulta,

n— Ex,+2—1d9

B(B(L — O)[1, 72, ) = 2= lxkﬁ)g@ R ®)

Asi, el estimador de Bayes a posteriori de (1 —8), con respecto a la a priori uniforme,
es el dado por (3).
Ejemplo 8. Sean (X1, Xo,...,X,) una muestra aleatoria de una distribucién normal
N(6,1) y 8 ~ N(up,1). Puesto que

f(0]z) o f(0)f(x]6),
donde x = (z1, %3, ...,%,) es una observacién de (X1, Xo, ..., X,,), entonces,

f(9|x) o< 6_% Z;’:I(mh_ﬁ)z_%(g_/‘O)Q .

Haciendo zg = pyo,

n n n

D @i =02+ (0 —po)® =D (=0 = (6 — 20w +a7)

=1 i=0 i=0

= (n+1)6>—20(n+ 1)z + Zx?

=(n+1)0-372—(n+1)z +Zx2.

De aqui

f(Bl) oc =5 O,
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de donde
FOle) = —— e 507 - L~ 0T )’
2 2
Asi

Do Ti Mo+ i T
E(9|l’1,$2,...,$n) = 71+01 = n+11 .

Aproximacién a la teoria de la decisién

Para los bayesianos, el problema de estimacion es un problema de decisién. Asocia-
da con cada estimador a hay una funcién de pérdida L(0,a) que refleja la diferencia
entre 6 y a. L(0, a) cuantifica las posibles penalizaciones al estimar 6 por a. A través
de la minimizacién de la pérdida esperada final

E(L(6,a)) = /L(G,a)f(0|x)d0, (4)

se obtiene el estimador puntual de 6, para la elecciéon particular de la funcién de
pérdida.

Definicion 3. La regla de Bayes con respecto a la funcién de pérdida L(6,a) y a la
funcién f(0|x), es la accién a que minimiza (4) y la cual se denotara por d(z).

Hay muchas funciones de pérdida que se pueden usar. La eleccién en particular
de una de ellas dependera del contexto del problema, como se ilustra en los ejemplos
siguientes.

Ejemplo 9. Un ingeniero debe construir un muro contra las inundaciones debidas a
las crecidas de un rio. Si decide construir un muro con altura a¢ (medida a partir del
nivel medio del r{o), entonces tendrd un costo de ac millones de pesos, donde ¢ es una
constante. Si hay una crecida del rio, no habrd ningtin dafio si su altura € (medida
a partir del nivel medio del rio) es menor que a; pero habrd pérdidas valuadas en
C(0 — a) millones de pesos (donde C' es una constante), si § > a. En este caso la
funcién de pérdida es
L(0,a) = ac+ C(0 — a)l(p>q),

donde I(y~q) es la funcién indicadora del conjunto {6 [ 6 > a}.
Ejemplo 10. Consideremos ahora un juego entre dos jugadores, donde cada jugador
elige un nimero positivo. Desde el punto de vista del jugador 1, © = {1,2,...}, que

es el mismo conjunto de estimadores que tal jugador usara. El jugador que elija el
nimero mayor gana 100 pesos del otro. En esta situacién la funcién de pérdida es

L(@,a) = 100[(0>a) - 100](9<a)~
En 3.3 veremos otros ejemplos. Las funciones de pérdida mas usadas son:

1. Pérdida cuadratica,
L(0,a) = (0 — a)*
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2. Pérdida error absoluto o lineal absoluta,

L(f,a) = |0 — al.

3. Pérdida lineal. Para ¢, co > 0,

_f cala—0) sia>0,
L(Q,a)—{ c2(@ —a) sia<@.

Ejemplo 11. Sea (X;, Xs,..., X,,) una muestra aleatoria de una distribucién f(z|6),
con § € R. Sea L(6,a) = (6 — a)?. Entonces

E(L(0,a)) = E(0— a)? = /(9 — )2 (0]z)do.

Ahora, si

0, — /9f(9|x)d9,

0 — 0, + 0, — a)?)

2) + 2E((9 - om)(gm - a)) + E((am - a)Z)
2) =+ (9"1 - a)2

Por lo tanto la pérdida esperada es minima cuando

a=20,.

De aqui se concluye que la regla de Bayes con respecto a la funcién de pérdida
cuadratica es d(x) = E[f)|z].

Ejemplo 12. Sea (X3, X3, ..., X,,) una muestra aleatoria de una distribucién f(z|6),
con 0 € R, 6 variable aleatoria continua. Sea ahora L(,a) = |6 — a|. Entonces

E(L(0,a)) = / 16— alf(6])do.

donde

10— af = 0—a sia <9,
a= —(0—a) sif<a,
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14 Edilberto Néjera Rangel

Ahora,

| 1o alsela)as

f(0|x)do + /00(9 —a)do

-
:/ a—0 ¢9|;z:)d0+/aoo(9!1)f(9|17)d9
[

f(6]x)do — / 0f(8|z)do

/ 0f(0)x)do — / af(0|z)dd

:a/ f(9|:c)d9—/ 07 (60]2)do

+/ 0f(0|:c)d0—a/ £(6)2)d0
de aqui,
d

— (/_Z 16— a|f(9|x)d9> - /_aoo f(0|z)do + af(alz) — af(alz) — af(alz)

- /OO F(6]2)d6 + af(alz)

_ /_; F(0]2)do — /:O f(6]x)do

Si i (fix’oo |6 — a‘f(0|;z:)d9) = 0, entonces

/_Oo F(0|z)do = /:o F(6)z)do

/_; F(Ol)do = =

Por lo tanto, el tnico valor critico de [* |0 — a|f(6]x)df es la mediana, la cual se
denotard por a,,.

de donde se sigue que

Ahora, como

j:2</oo|ea|f(9|xda) (/ F(6)z)do — / f0|;z:d9)

= f (alz) + f(alz)
= 2f(alz),
entonces

d? e
da2 (/ 0 — a|f(9|x)d9> la=a,, = 2f(am|z) > 0.

Por lo tanto a,, es un punto de minimo local de esta funcién, y como es el tinico punto
de extremo relativo, entonces la funcién alcanza su minimo absoluto en a,,.

De aqui se tiene que la regla de Bayes, con respecto a la funcién de pérdida lineal
absoluta, es la mediana de la distribucién final.
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Ejemplo 13. Sea (Xi, Xs,..., X;,) una muestra aleatoria de una distribucién f(z|6),
con 6 € R, § variable aleatoria continua. Sea ahora L(6,a) la funcién de pérdida
lineal. Entonces

BE©@a) = [ 10— s,
donde
_f cla—0) sia>0,
L(9,a) = { c;(ﬁ—a) sia<@.
Ahora,
/_Oo L(0, a) £(0]2)d0 — /_ cr(a— 0)F(0lz)do + /OO c2(0 — a) f(6])do

:/a (clafclﬁ)f(9|x)d0+/oo(cQ9fCQa)f(H\:c)dG

— 00

:/a claf(9|a:)d9—/a a0 f(0]x)do

+ /OO 20 (6])d6 — /OO ca f(0]2)d0
:a/a clf(Q\x)dG—/a c10F(0]2)d0

+ /°° cobf(0|x)do — a/oo cof (0)z)do,

de aqui, procediendo igual que en el ejemplo anterior,

a (/Oo L(9,a)f(9|x)d6) _ /OC ¢1£(6]2)do — /:o ¢2.f (0)do.

—00 —

Si % (ffooo L(0,a)f(0|;1:)d9) = 0, entonces

/acﬁwwme:/m}ﬁwnma

— 00

de donde se tiene
c

| semio== [ somas, (5)
a 2 J—-o00
Sustituyendo en

1= /; f(0|:c)d0+/:o £(6)z)do

la expresion de [ f(f|x)d6 dada por (5), se obtiene

a Cs
O|lx)dd = .
| rtolnin =
Asi, el percentil 4 = —2— es el valor critico de F[L(6,a)].

c1+c2

Por otro lado,

C% </0; L(@,a)f(9|x)d0> = d% </OO c1f(0)z)do — /:o CQf(e|x)d9>
= c1f(alz) + c2f (alz)

= (e1 + c2) f(alx),
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16 Edilberto Nédjera Rangel

luego,
d2 e}
i ([ 20.0501000) s = @1+ exp(aln) >0
Por lo tanto, el percentil —2— es un punto minimo local de esta funcién, y como es el

c1+c2
tnico punto de extremo relativo, entonces la funcién alcanza en él su minima pérdida

lineal.

Asi, la regla de Bayes con respecto a la funciénde pérdida lineal es el percentil
C2
cLte

3.2 Regiones de credibilidad

La idea de una regién de credibilidad es proporcionar el andlogo de un intervalo
de confianza en estadistica clasica. El razonamiento es que los estimadores puntuales
no proporcionan una medida de la precision de la estimacién. Esto causa problemas
en la estadistica cldsica dado que los pardmetros no son considerados como variables
aleatorias, y por lo tanto no es posible dar un intervalo con la interpretacién de que
existe una cierta probabilidad de que el pardmetro esté en el intervalo. En la teoria
bayesiana no hay dificultad para realizar esta aproximacion, porque los parametros
son tratados como variables aleatorias.

Definicion 4. : Sea O el espacio parametral de #. Una regién C' C O tal que

/ f(0|z)dd =1 — «,
c

se llama una regién del 100(1 — «) % de credibilidad de 6. Si 6 es discreta, en la
expresion anterior reemplazamos la integral por una suma. Si © C R, las regiones de
credibilidad conexas se llaman intervalos de credibilidad.

Un aspecto importante con las regiones de credibilidad (y lo mismo sucede con los
intervalos de confianza) es que no estédn definidos de manera unica. Cualquier regién
con probabilidad (1 — «) cumple la definicién. Sin embargo, generalmente se desea el
intervalo que contiene Unicamente los valores "mas” posibles del parametro, por lo
que es usual imponer una restricciéon adicional que indica que el ancho del intervalo
debe ser tan pequeno como sea posible. Para hacer esto se deben considerar sélo
aquellos puntos con f(f|z) mds grandes. Esto conduce a un intervalo (o regién) de la
forma

C =Calx) ={0: f(0]x) >},
donde ~ es elegido tal que fC f(0z)dd =1 — a.

Laregién C' que cumple las anteriores condiciones se denomina ”region de densidad
de probabilidad més grande” (HPD).

Ejemplo 14. (Media de una normal) Sea (X7, X3, ..., X;,) una muestra aleatoria de
una distribucién N (6, 0?), con 02 conocido y § ~ N (b, d?). Del ejemplo 6 se sabe que

b nT

L+

2 2
9|x~N<1+7n,1+n>.

d2 d? o2

o2
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Sean b _
nr
=+ oz
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y
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17

Si z, es el percentil « de la distribucién normal estdndar, entonces un intervalo

del 100(1 — &) % de credibilidad de 6 es

[,Ufn - Tnzl—%hun + Tnzl—%} .

Si n es grande, entonces ji, ~ Ty 72 ~ ‘:—j, luego el intervalo del 100(1 — o) % de
credibilidad de @ es aproximadamente igual al intervalo del 100(1 — &) % de confianza
de 6, de la estadistica cldsica. Sin embargo, las interpretaciones de ambos intervalos

son distintas.

Ejemplo 15. Sea (X1, X5, ..., X,,) una muestra aleatoria de una distribucién de Pois-

son, P()), con A ~gamma (a,b), donde a es un entero positivo. Entonces

f()\|£L’) x )\Zw,:efn,)v\aflef%’

O sea
f()\\x) . )\Zz;Jraflef/\(nJr%)’

de donde se tiene que

1\ L
Az ~ gamma <a + Xz, (n + b) ) .

S 2(nb+1
0= MA,
b
entonces
f(&) x 92.7:,—&-(1,—16—%7
es decir,

2
g ~ X2(Sa;+a):

Si X%(Ez,+a),a es el percentil « de la distribucién X%(Zzﬂra)’ un intervalo del 100(1—a) %

de credibilidad de A es

b b

v 2 v 2
2(nb + 1)X2(E$,+a),%v 2(nb + 1)X2(Ea:,+a),1—,

Sia=b=1,n=10y X z; = 6, entonces, ya que x74005 = 6,571 ¥ XT40.95 =

23,685, un intervalo del 90 % de credibilidad de A es

0,299, 1,077].
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Definicién 5. Sea f(z) una funcién de densidad. Se dice que f(x) es unimodal si
existe a € R que satisface las dos condiciones siguientes:

(a) Siy < < a, entonces f(y) < f(z) < f(a).

(b) Sia <z <y, entonces f(a) > f(z) > /().
El ntimero a se llama moda de f(x).

Observacién 3. Si f(z) es una funcién de densidad unimodal, entonces la moda no
necesariamente es unica.

Ejemplo 16. Sea X ~ U(0,1). Entonces la funcién de densidad de X es

1 size(0,1),
f(x)—{ 0 en otro caso.

En este caso todo x € (0,1) es una moda de f(z).

El siguiente teorema (ver [3]) nos dice cémo obtener el intervalo de credibilidad de
minima longitud, cuando la densidad f(#|x) es unimodal.

Teorema 4. Sea f(x) una funcién de densidad unimodal. Si el intervalo [a, b] satis-
face

i) [) f(z)de =1—a,
(i) f(a) = f(b) > 0,y
(iii) a < a* < b, donde z* es una moda de f(z),

entonces [a, b] es el intervalo més corto que satisface (i).

Prueba. Sea [a/, b'] cualquier intervalo con b —d <b—a.Se probara que esto implica

que fab/ f(@x)dx < 1 — a. El resultado sélo se demostrard para a < a; la prueba es
similar si @ < a’. También se consideran dos casos, b < a y b > a.

Sib < a, entonces a < b < a < z¥, luego, si a <z < b < z*, tenemos
J() < F@) < f(8), por lo tanto
b/ !’ ’ ’
[ f@yd < 100 - a),
Como b <a< T*, entonces f(bl) < f(a); también b —a <b—a.De aqui
b, ’ ’
[ 1@z < f@W - ) < f@b - a).

Ahora, como a < z* <by f(a) = f(b), entonces f(a) < f(x) si z € [a,b], de donde

b
f(a)(bfa)s/ f(x)da.
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Asi,

/f )iz < f(a)(b—a) /f dr=1-o

Esto completa la demostracién del primer caso.

Sib >b, entonces b —a >b—a, luego en este caso nada hay que hacer. Supon-
gamos ahora que a < a <b < b. En este caso se puede escribir

/; f(x)dxz/abf(x)da:—i- /;f(a:)dx—/b/bf(gc)dx]
/f dw—/f ]

y el teorema quedard demostrado si mostramos que la expresiéon entre corchetes es
negativa. Ahora, usando el hecho de que f es unimodal, del ordenamiento a < a <
b < by (il) tenemos

1—a

[ s < f@)a—a)

y
b
|, #t@ie = sy =),
de donde
/f dx—/f Ydz < fla)(a—a') — F(B)(b—1b).
Ya que f(a) = f(b), b —d <b—avy f(a) >0,
f@)(a—d)—fB)b-b)=fla)la—a’)— (1)
= f(@)[(b —a) — (b—a)]
<0,

/aa f(z)dz — /b,bf(fv)dx <0.

Corolario 1. Si la funcién de densidad final f(f|x) es unimodal, entonces, para un
valor dado de «, el intervalo del 100(1 — «) % de credibilidad de longitud minima de
0 esta dado por

{0: f(0]z) > K},

/ F(Ol2)d0 = 1— a.
{0:f(0lz) >k}

Ejemplo 17. Sea (X, X5, ..., X,,) como en el ejemplo 15. Por el teorema anterior, la
regién HPD estd dada por

donde

A f(Nz) = kY,
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donde k es elegido tal que

/ F\z)dz =1 — o
D) >k}

Como A|z ~ gamma (a + S;, (n 4+ 3) 1), se requiere encontrar Ay y Ay tales que

fQzlz) = f(vlz)

A
fAlR)dA=1—a.
AL
Sia=b=1,n=10y Xz; = 6, mediante un procedimiento numérico se encuentra
que la regién HPD del 90 % de credibilidad de A es 0,253, 1,005].

3.3 Pruebas de hipétesis

Las pruebas de hipdtesis son decisiones en las que se debe elegir una de dos hipétesis
diferentes,

HO:HEG)Q,
H1:GE®6‘,

donde O es el espacio parametral, ©y C ©, Oy # (), ©F # (.

En un problema de prueba de hipétesis sélo se pueden realizar dos acciones, aceptar
Hy o rechazar Hy. Estas dos acciones se denotan por medio de ag y a1, respectiva-
mente.

En un problema de prueba de hipédtesis, la funcién de pérdida debe reflejar el hecho
de que si 0 € Og pero se toma la decisién a1, o si § € OF pero se toma la decisién ag,
entonces se ha cometido un error. Sin embargo, en los otros dos casos se ha tomado
la decision correcta.

La funcién de pérdida més simple es la funcién de pérdida 0—1, la cual estd definida
como

. 0 sife€ 0y,
L(e’“‘))_{ 1 sifeeg,

- 1 sif € 0Oy,
L(e"“)_{ 0 sife 6y

Con la funcién de pérdida 0 — 1, si se toma una decisién correcta se incurre en una
pérdida de 0; si se toma una decisién incorrecta se incurre en una pérdida de 1. Esta
es una situacion en la cual ambos tipos de errores tienen la misma penalizacién. Una
funcién de pérdida més realista es la funcién de pérdida 0 — 1 generalizada, la cual
estd dada como

. 0 81969(],
L(6, a0) = { co sife oy,
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- c1 sif € O,
L(G"“)—{ 0 sifecos

donde ¢y > 0y c; > 0.

Con esta funcién de pérdida, ¢ es el costo de un error de tipo I (el error de
equivocarse al rechazar Hy), y ¢o es el costo de un error de tipo II (el error de
equivocarse al aceptar Hy).

Sea k la importancia relativa del error de tipo I con respecto al error de tipo II, es

decir,
C1
k=—.
€o

Si R,(0) es la pérdida esperada final,
Rul6) = B(L(0.0)) = | L(.)f(0l2)0.
entonces la regla de decisién de Bayes es la accién que minimiza R,(6). Pero,
Ray(0) = B(L (O, 0) = [ L(O,0) (01218 = [ cof61a)dt
= ¢y P(0 € ©|z), )
R, (0) =E(L(0,a1)) = / L(6,a1)f(0|x)d8 = kegP(0 € O¢lx).

S}

Por lo tanto, rechazamos Hy, o sea se lleva a cabo la accién a, si y sélo si
R, (0) < Rq, (9),

si y s6lo si
kCoP(9 S Goll‘) < COP(9 S @Blf),

si y sélo si
kEP(0 € Oglx) < P(8 € ©f|x),

si y sélo si
1
P(6 € ©f|z) + P(0 € Oglx) < P(0 € ©F|z) + %P(H € O§|x),

es decir, rechazamos H si y s6lo si

k

(6)

Si k = 1, esto es si ambos tipos de errores tienen la misma importancia, de (6) se
tiene que rechazamos Hy si y sélo si

P(0 € ©5)z) >

DO =

Si k =9, rechazamos Hy si y sélo si

P(0 € ©f|z) > 0,9.
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Anélogamente, aceptamos Hy si y sélo si

1

Ejemplo 18. Sean zi,zs,...,x, los valores observados de las v.a.i.i.d. X1, X5,..., X,
con distribucién N (6, 0?), donde 6 tiene distribucién inicial N(u,72), con o2, u y
72 conocidos. Queremos probar Hy : 6 < 0y contra H; : § > 6y. Del ejemplo 6, la

densidad final f(6|x) es normal con media
nT?z + o’p
nt? 4 o2

y varianza

0.27_2

nr2 4+ o2’

Sien (7) k = 1, es decir si ambos tipos de errores tienen la misma importancia,
entonces aceptamos Hy si y solo si

% < P(0 € Oolz) = P(6 < Bo|z). (8)

Puesto que f(0|x) es simétrica con respecto a su media, la desiguadad (8) se cumple
si y solo si

nrer +o°p
<40
nt? + o2 0
si y sélo si
29 _
:f<90+0(02 )
nr

Por lo tanto, Hy serd aceptada como verdadera si y sélo si

02(90—,“).

T <0+ 5
nrt

En caso contrario H; serd aceptada como verdadera.

En particular, si u = 6y, y previo a la evidencia muestral a Hy y a H; se les asigna
una probabilidad de %7 entonces H( sera aceptada como verdadera si y sélo si T < 6p;
en caso contrario Hy es aceptada como verdadera.

4. Comentarios finales

Dada la relevancia que cada vez més estan teniendo los métodos estadisticos ba-
yesianos, es conveniente que las personas interesadas en la estadistica tengan un co-
nocimiento por lo menos bésico de la Estadistica Bayesiana. En particular, los planes
de estudio de las licenciaturas cuyo propésito es formar profesionistas con una bue-
na preparacion estadistica, deberian tener al menos una asignatura sobre Inferencia
Bayesiana.
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