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La teoŕıa de valores extremos está relacionada con aspectos probabiĺıticos y estad́ısticos
relacionados con valores muy altos o muy bajos en una sucesión de variables aleato-
rias. La teoŕıa de valores extremos tiene aplicaciones en una gran variedad de áreas.
Este art́ıculo presenta una introducción a la teoŕıa de valores extremos y sus áreas de
aplicación.

Extreme value theory is concerned with probabilistic and statistical questions related
to very high or very low values in sequences of random variables. Extreme value theory
has applications in a variety of areas. This paper presents an introduction to extreme
value theory and its areas of applications.
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1. Introducción

La teoŕıa de valores extremos se ha desarrollado rápidamente en las últimas dos
décadas tanto desde el punto de vista metodológico como del de las aplicaciones.
La mayoŕıa de los estudios estad́ısticos tratan de la modelación del promedio de la
distribución de la variable de interés, dicho promedio se estima a partir de la me-
dia muestral, por otra parte el teorema del ĺımite central proporciona un valioso
resultado relacionado con el comportamiento asintótico de la media muestral. En
la teoŕıa de los valores extremos el interés principal no está en el promedio, sino
en los valores más bajos o más altos de la variable bajo estudio, es decir, el interés
está en los eventos asociados a la cola de la distribución. Por ejemplo en estudios de
oceanograf́ıa, es necesario estudiar el comportamiento de corrientes marinas extremas,
en estad́ıstica ambiental es necesario analizar niveles altos de ozono en determinada
región, en climatoloǵıa es necesario conocer el comportamiento de velocidades ex-
tremas de huracanes, en ingenieria, el aumento del flujo de un ŕıo, en finanzas, un
gran decremento o aumento del valor de una acción en el mercado, valores máximos
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o mı́nimos en un portafolio de inversión, etc. Cualquier tipo de pregunta relacionada
con las situaciones antes mencionadas tendrá que involucrar un manejo adecuado
de la información con que se cuente y de una aplicación cuidadosa de herramientas
anaĺıticas para llevar acabo el proceso de análisis e inferencia. Este comportamiento
de los valores más altos o más bajos es importante en varios campos los cuales in-
cluyen, la ingenieŕıa [7], la oceanograf́ıa [1, 21], el medioambiente [17, 20, 22], la
Hidroloǵıa, [16], la climatoloǵıa [5, 11, 23], las finanzas [10, 13], entre otros. En la
actualidad se cuenta con software estad́ıstico para el análisis de valores extremos. Un
tratamiento y abundantes referencias acerca de la teoŕıa de valores extremos se puede
encontrar en [3, 6].

Un enfoque para la modelación de valores extremos es a partir de la distribución
de Valores Extremos Generalizada. Esta distribución se ajusta a los valores máximos
o mı́nimos de datos. Otro enfoque para el análisis de valores extremos es a partir
del análisis de excedentes sobre umbrales. En este trabajo se trata el primer enfoque
en el caso univariado. Cabe mencionar que la teoŕıa para modelos para extremos
multivariados se ha desarrollado con los trabajos de [4, 7, 18, 19]. Se tiene que
mencionar que el análisis de datos extremos también ha sido llevado a cabo desde el
punto de vista Bayesiano, ver, [2, 8, 9].

2. Preliminares

Sean X1, X2, ..., Xn variables aleatorias independientes con función de distribución
acumulativa común F (x), es decir, F (x) = P (Xi ≤ x). La teoŕıa de valores ex-
tremos estudia el comportamiento de los valores máximo y mı́nimo de X1, X2, ..., Xn.
Definanse Yn = max {X1, X2, ..., Xn}, y Y1 = min {X1, X2, ..., Xn}. Los extremos
son definidos como el máximo y el mı́nimo de las n variables aleatorias. ¿Cuál es la
distribución de los valores extremos, es decir, de los valores máximo y mı́nimo Y1 y
Yn?.

Teorema 1. Sean X1, X2, ..., Xn variables aleatorias independientes con función de
distribución común F (x).

Definanse Yn = max {X1, X2, ..., Xn}, y Y1 = min {X1, X2, ..., Xn}. Entonces las
distribuciones de Y1 y Yn están dadas por

Ln (x) = 1− (1− F (x))n (1)

y
Hn (x) = (F (x))n (2)

respectivamente.
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Prueba. La distribución del máximo es Hn (x) = (F (x))n, como se demuestra a
continuación,

Hn (x) = P (Yn ≤ x)
= P {X1 ≤ x,X2 ≤ x, ..., Xn ≤ x}
= P {X1 ≤ x}P {X2 ≤ x} · · ·P {Xn ≤ x}

=
n∏

i=1

P {Xi ≤ x}

= (F (x))n
,

y la distribución del mı́nimo por Ln (x) = 1− (1− F (x))n:

Ln (x) = P (Y1 ≤ x) = 1− P (Y1 > x)
= 1− P {X1 > x,X2 > x, ...,Xn > x}
= 1− P {X1 > x}P {X2 > x} · · ·P {Xn > x}

= 1−
n∏

i=1

P {Xi > x}

= 1− (1− F (x))n
.

Definición 1. Una sucesión de variables aleatorias X1, X2, ... con función de dis-
tribución F1, F2, ... respectivamente, se dice que converge en distribución a la variable
aleatoria X, teniendo función de distribución F , denotado como Xn

d−→ X, si

Fn (x) −→ F (x) cuando n −→∞

para todo punto de continuidad x de F .

Definición 2. Una variable aleatoria X tiene una distribución Normal con parámetros
µ y σ2, denotado por X ∼ N

(
µ, σ2

)
, si su función de densidad tiene la forma

f (x) =
1√
2πσ

exp
{

1
2

(
x− µ

σ

)}
, −∞ < x < ∞

Si X ∼ N
(
µ, σ2

)
, entonces la variable

(
x−µ

σ

)
∼ N (0, 1), la cual se denomina

distribución normal estandard. La variable
(

x−µ
σ

)
generalmente se denota por Z.

En la teoŕıa estad́ıstica un resultado de suma importancia relacionado con la media
muestral es el teorema central del ĺımite el cual se menciona a continuación.

Teorema 2. Sea X1, X2, ..., Xn una sucesión de tamaño n de variables independien-
tes e identicamente distribuidas con función de distribución F cuya media esta dada
por µ y con varianza σ2 > 0. Entonces se tiene que(

n∑
i=1

Xi − nµ

)
σ/
√

n

d−→ Z

donde Z ∼ N (0, 1).

Revista de Ciencias Básicas UJAT, 6(1)Junio 2007 p 10–16
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3. Distribuciones asintóticas de valores extremos

Ya se conoce que las distribuciones del máximo y del mı́nimo están dadas por

Ln (x) = 1− (1− F (x))n
, Hn (x) = (F (x))n

. (3)

En principio, el conocimiento de F (x) es suficiente para determinar la distribución
de Y1 y de Yn. Sin embargo, no siempre Ln (x) y Hn (x) tienen una forma simple.
Además la función de distribución F es desconocida. Una posibilidad es usar técnicas
estad́ısticas standard para estimar F de los datos observados, y entonces sustituir esta
estimación en (3). Desafortunadamente, por el hecho de que en la obtención de Ln (x)
y Hn (x), F (x) se eleva a la n-ésima potencia, pequeñas discrepancias en la estimación
de F conllevan a grandes discrepancias de Ln (x) y Hn (x).

Un enfoque alternativo es aceptar que F es desconocida, y estudiar la distribución
asintótica de los extremos Y1 y Yn, cuando n es grande. Esto es similar a la práctica
usual de aproximar la distribución de la media muestral para la distribución normal, lo
cual esta justificado por el teorema central del ĺımite. A este respecto, los resultados
heuristicos fundamentales fueron descubiertos por Fisher y Tippett en 1928, [12],
más tarde desde un punto de vista riguroso por Gnedenko en 1943, [14]. Gnedenko
baso los fundamentos matemáticos de la teoŕıa de los valores extremos en la clase
de leyes ĺımites de extremos. Los resultados asintóticos más importantes sobre el
comportamiento del mı́nimo y del máximo de un conjunto de variables aleatorias. Las
distribuciones Ln (x) y Hn (x), cuando n −→∞, son conocidas como las distribuciones
asintóticas de los valores extremos.

El resultado más general nos dice que seleccionando adecuadamente sucesiones
{an} , {bn} , {An} y {Bn} las distribuciones ĺımite de (Y1 − an) /bn y de (Yn −An) /Bn,
pertenecen a la familia de distribuciones Generalizadas del valor Extremo.

Definanse

L (x) = Lim
n−→∞

Ln (an + bnx) = Lim
n−→∞

P

{
(Y1 − an)

bn
≤ x

}
(4)

y

H (x) = Lim
n−→∞

Hn (An + Bnx) = Lim
n−→∞

P

{
(Y1 −An)

Bn
≤ x

}
(5)

Resultados más espećıficos establecen que tanto las distribuciones ĺımite L como
H pueden tener solamente una de tres posibles formas, independientemente de la
distribución original de las observaciones. El siguiente teorema establece lo anterior
para el máximo Yn.

Teorema 3 (Fisher-Tippett, Gnedenko) Sea {Xn} una sucesión de variables independientes
e identicamente distribuidas. Si existen sucesiones de constantes de normalización
An en los reales, Bn > 0, constantes µ y σ > 0, y una función de distribución H no
degenerada tal que

Lim
n−→∞

P

{
(Yn −An)

Bn
≤ x

}
= H (x) , (6)
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para todo punto de continuidad x, entonces H pertenece a algunos de los siguientes
tres tipos de distribución,

Frechet : H(1) (x) =

{
exp

{
−
(

x−µ
σ

)−1/ξ
}

, x > µ, ξ > 0
0, x ≤ µ, ξ > 0

(7)

Weibull : H(2) (x) =

{
exp

{
−
(
−x−µ

σ

)1/ξ
}

, x > µ, ξ > 0
1, x ≥ µ, ξ > 0

(8)

Gumbel : H(3) (x) = exp
{
− exp

(
−x− µ

σ

)}
, −∞ < x < ∞ (9)

La demostración del teorema anterior se basa en los resultados de Gnedenko y
Kolmogorov que se encuentran en su trabajo de 1954 sobre teoremas ĺımite para
sumas de variables aleatorias independientes [15].

Con respecto a la distribución asintótica del valor mı́nimo Y1, se tienen resultados
análogos a los presentados hasta ahora para el valor máximo. Si ahora se cumple

Lim
n−→∞

P

{
(Y1 − an)

bn
≤ x

}
= L (x) , (10)

para algunas sucesiones de constantes de normalización an en los reales, bn > 0,
constantes µ y σ > 0, y una función de distribución L no degenerada, para todo punto
de continuidad x, entonces L pertenece a alguno de los tres tipos de distribución,

Frechet : L(1) (x) = 1− exp

{
−
(

x− µ

σ

)1/ξ
}

x > µ, ξ > 0 (11)

Weibull : L(2) (x) = 1− exp

{
−
(
−x− µ

σ

)−1/ξ
}

x ≤ µ, ξ > 0 (12)

Gumbel : L(3) (x) = 1− exp
{
− exp

(
x− µ

σ

)}
−∞ < x < ∞ , ξ > 0 (13)

4. Dominio de atracción

Dependiendo de cuál sea la distribución ĺımite del máximo de una sucesión de varia-
bles aleatorias independientes con distribución común F (x), se dice que F pertenece
al dominio de atracción de H(i), i = 1, 2, 3, lo cual se denota con F ∈ D

(
H(i)

)
.

Es importante hacer notar que no es necesario conocer la forma exacta de F para
determinar a que dominio de atracción pertenece. El comportamiento en la cola de
F (x) determina su dominio de atracción.

Con estos últimos resultados se tiene que si F es una distribución exponencial,
normal o Weibull (F (x) = 1− exp (−xα) , x ≥ 0, α > 0), entonces F ∈ D

(
H(3)

)
, y si

F es uniforme, F ∈ D
(
H(2)

)
. También se cumple una propiedad de autocerradura,

pues H(i) ∈ D
(
H(i)

)
. En cuanto a los valores extremos mı́nimos se tiene que si F

es una distribución normal, F ∈ D
(
L(3)

)
, y si F es exponencial, uniforme o Weibull,

entonces F ∈ D
(
L(1)

)
.
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5. Familia de distribuciones del valor extremo generalizadas

Las tres distribuciones anteriores para el máximo pueden ser combinadas en una
familia teniendo distribución de la forma

H (x) = exp

{
−
[
1 + ξ

(
x− µ

σ

)]−1/ξ
}

, (14)

definida en el conjunto {x : 1 + ξ (x− µ) /σ > 0}, donde los parámetros satisfacen
−∞ < µ < ∞, σ > 0, y −∞ < ξ < ∞, esta es la familia de distribuciones del
valor extremo generalizada para el máximo. El modelo tiene tres parámetros: un
parámetro de localización, µ; un parámetro de escala, σ; y un parámetro de forma ξ.
Las clase Fréchet corresponde al caso ξ > 0 y la clase Weibull corresponden al caso
ξ < 0. Para ξ = 0, es definida como el limite de (14) cuando ξ −→ 0, correspondiente
a la familia Gumbel con función de distribución

H (x) = exp
{
− exp

[
−
(

x− µ

σ

)]}
, −∞ < x < ∞. (15)

La familia de distribuciones del valor extremo generalizada para el mı́nimo esta
dada por:

L (x) = 1− exp

{
−
[
1− ξ

(
x− µ

σ

)]−1/ξ
}

,

definida en el conjunto {x : 1− ξ (x− µ) /σ > 0} .
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