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du(t,x) /0t = Au(t,x) + v’ (t,z), u(0,x) = f(z), donde A es el generador infinitesi-
mal de un proceso fuerte de Markov en un espacio localmente compacto S, 8 > 1y
f:8 —[0,400) es medible y acotada.

We review two probabilistic representations of reaction-diffusion equations of the form
u(t,z)/0t = Au(t,z) +u’(t, ), u(0,2) = f(x), where A is the infinitesimal generator
of a strong Markov process on a locally compact space S, 8> 1 and f:S — [0,+00)
is bounded and measurable. One of the approaches yields a representation in terms
of expectation functionals of a related branching particle systems; the other one uses
the Feynman-Kac formula. We also show how these representations can be used to
investigate critical exponents for blow up of semilinear equations and systems.
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1. Introduccién

En este trabajo se presentan algunos métodos probabilisticos para investigar propie-
dades de explosion en tiempo finito de ecuaciones semilineales de la forma

ou ‘
—t:Aut—&—Vu‘f, ug = f, (1)
ot
donde A es el generador infinitesimal de un proceso de Markov fuerte con espacio
de estados localmente compacto S, V' > 0y B > 1 son constantes, y la condicién
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inicial f : S — [0,400) es medible y acotada. Ecuaciones de reaccién difusién
del prototipo (1) aparecen en varios campos de aplicacién y han sido investigadas
intensamente en las tltimas décadas debido a la rica estructura matematica asociada
con sus comportamientos cualitativos; ver [5, 28, 31].

Es bien sabido [30] que bajo hipétesis apropiadas, existe un nimero real extendido
Ty > 0 tal que (1) tiene solucién tnica u en S x [0,Tf) dada por

w(z) = et f(z)+V / t ety () ds,
0

la cual es acotada en S x [0,T] para cualquier 0 < T' < Ty, y si Ty < oo, entonces
lwe]loo — 400 cuando ¢ T Ty. En caso de que Ty = +oo diremos que u es solucién
global de (1), mientras que si Ty < +o0, diremos que u explota en tiempo finito, o
que u es no global.

En un articulo seminal [14] Fujita reveld, inicialmente para el caso S = R? (donde
R? es el espacio euclidiano d-dimensional), A = A := Z?Zl 0?/0z2 y V =1, que
la dimensién espacial d y el exponente 3 en la parte no lineal de la ecuacién juegan
un papel crucial en el comportamiento asintético de las soluciones positivas de (1).
Sus resultados establecen que si d(8 — 1)/2 > 1, la ecuacién (1) admite soluciones
positivas globales y no globales, mientras que si 0 < d(8 — 1)/2 < 1, entonces (1) no
tiene soluciones positivas globales no triviales. El caso d(8 — 1) = 2 fue investigado
més tarde por Hayakawa [15] y por Aronson y Weinberger [2], quienes probaron que
también en este caso (1) no admite soluciones globales no triviales. En este sentido,
el nimero 8 — 1 es el exponente critico de explosién de la ecuacién investigada por
Fujita.

La contraparte probabilistica de los resultados de Fujita vio su origen no mucho
después de la publicacién de [14]. En [27] Nagasawa y Sirao dieron a conocer un
enfoque probabilistico que les permitié re-descubrir los resultados de Fujita en el caso
de exponentes enteros 5 > 2,y de un generador A de una migracién markoviana en un
espacio compacto. Desde entonces, diversas extensiones y variantes de los resultados
de Fujita han sido exploradas por muchos investigadores, ver [3, 12, 19, 31, 38] para
exposiciones panoramicas recientes de esta area de investigacion.

Nuestro objetivo en estas notas es hacer una revision de resultados representativos
de dicha contraparte probabilistica, y de algunos de sus ulteriores desarrollos. Nues-
tras fuentes principales son la serie de trabajos [7, 8, 14, 17, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26,
27, 37].

El enfoque que expondremos aqui se basa en dos tipos de representaciones proba-
bilisticas de las soluciones de (1). Una de dichas representaciones, la cual se presenta
en la seccién 3, emplea procesos de ramificacién markovianos como ingrediente prin-
cipal, caracteristica que restringe su ambito a ecuaciones semilineales con exponentes
enteros 3 > 2 en las no-linealidades. No obstante, mediante tal representacién es
posible comprender de manera intuitiva y transparente porqué ocurre explosién de
soluciones de la ecuacién (1) bajo ciertas configuraciones de sus pardmetros. Ma4s
aun, considerando sistemas ramificadas multitipo, se puede extender facilmente el
analisis a sistemas de ecuaciones.

La otra representacién de (1) se basa en la férmula de Feynman-Kac. A grandes
rasgos, este procedimiento consiste en construir subsoluciones positivas de (1), para lo
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cual la representacién de Feynman-Kac es idénea, y en determinar condiciones para
que tales subsoluciones crezcan a infinito uniformemente en conjuntos acotados. En
el caso de la ecuacién (1), la forma del término de reaccién junto con el crecimiento
uniforme de subsoluciones, implican explosién en tiempo finito de (1).

Con el fin de que nuestra presentacion sea razonablemente autocontenida, en la
seccién 2 y en secciones subsecuentes introducimos informacién bésica, tomada de la
literatura, referente a procesos de ramificacion markovianos, descomposicién de Lévy-
1to, féormula de Feynman-Kac, puentes a-estables y autosimilaridad de densidades
estables.

La seccién 3 contiene la representacién de (1) como funcional de media de una
poblacién ramificada, que vale para exponentes enteros 8 > 2, y de la cual se deducen,
en las secciones 4 y 5, condiciones suficientes para globalidad y no globalidad de
soluciones positivas.

La seccién 6 contiene extensiones de algunas resultados de secciones precedentes
al caso de sistemas de ecuaciones semilineales.

En la seccion 7 se da una condicién de no existencia de soluciones globales para una
ecuacion semilineal sobre un dominio abierto, con valor en la frontera de Dirichlet, y
se propone una interpretacion probabilistica de tal condicién.

Un ejemplo de ecuacion de reaccién-difusion no auténoma, donde el operador de
difusion es un generador de un proceso aditivo, es discutido en la seccién 8, donde
ademas se estudia con algo de detalle el caso especial del generador autosimilar L(t) =
kE(t)A,.

La seccién 9 introduce la representacién de Feynman-Kac de (1), as como la prueba
de explosién en dimensiones subcriticas de la ecuacién (10) abajo. Finalmente, en
la seccién 10, se comenta sobre la aplicacién de la representacién de Feynman-Kac
para investigar exponentes criticos de explosiéon de una ecuacién con el generador del
proceso gamma.

Cabe mencionar que los resultados que presentamos no necesariamente se dan en
su mayor generalidad. Mas bien, hemos seleccionado aquellos casos y ejemplos que
faciliten una exposicién sucinta, pero transparente, de los métodos.

2. Procesos de ramificacion markovianos

Comencemos definiendo los procesos de ramificacién que emplearemos en las rep-
resentaciones de soluciones de (1). Se remite al lector a la trilogia [16] para una
presentacién completa y detallada de este tépico.

Sea S un espacio topolégico de Hausdorff, el cual es localmente compacto y segundo
numerable. Denotemos por NV (59) al espacio de medidas de contar finitas en S, dotado
de la topologfa de convergencia vaga. Escribimos supp(u) para denotar el soporte
de u € N¢(S). El espacio de funciones acotadas Borel medibles f : S — Ry (donde
R4 :=[0,00)) serd denotado por B(S). Si E es un espacio topolégico, B(E) denotard
también a la o-algebra de Borel en E.

A cada f € B(S) asociamos una nueva funcién medible f : N§(S) — Ry, definida
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por

fw = [ f@), e N(S).

= € supp(u)

Sea 7(z, B) una funcién definida en S x B(N;(S)) que posee las siguientes propie-
dades:

7(-, B) es B(S)-medible para cada B € B(N;(9)), (1)
7(z,-) es una probabilidad en B(N¢(S)) para cada = € S, (2)
7(x, Nj1))= 0 para todo = € S, (3)

donde ./\/M C N;(S) consiste de las medidas que tienen exactamente n &dtomos, n =
1,2,....

Denotemos por 4 igualdad en distribucién y sea T un punto externo a S. Dados un
proceso fuerte de Markov W =: {W;, t > 0} con valores en S, y una funcién medible
y acotada V : S — (0, 00), existe un tnico proceso de Markov X := {X;, ¢ > 0} con
espacio de estados Nf(S) cuyas trayectorias son continuas por la derecha con limites
por la izquierda en todo punto ¢t > 0, y tal que

Eff(X)l = [ Elf(X0)l f€B(S), neNe(S), (4)
z€supp(p)
(X, t<T,} 2y, t<T}, (5)

donde Y :={Y;, t > 0} es un proceso de Markov en S U {{} cuyo tiempo de vida es
T, tiene a t como su punto terminal, y cumple

P,[Y; € B] = E,Je oV % W, e B], zeS, BeB(S).
Maés atn, para todo A > 0,
Em[eiAT’ Xr € B|XT*] = Em[eiAT|XT*]7T(XT*7B) C.8. en {T < OO} (6)

para cualquier B € B(N¢(S)) y « € S. Aqui E, y P, denotan, respectivamente,
esperanza condicional y probabilidad condicional dado que Xy, = p. En caso de que
it = 0, escribimos solamente E, y P,.

El proceso X asi construido es denominado un “proceso de ramificacién de Markov”
[16]. La propiedad (5) es usualmente aludida como la propiedad de ramificacién de
X. El proceso {Y;, ¢t > 0} en (5) es la parte de no-ramificacién de X, y la funcién
7 con las propiedades (1)-(3) y (6) es la ley de ramificacién de X.

Cuando Xy =94, y V > 0 es constante, el proceso X describe la evolucién de una
poblacién en S cuya evolucion espacio-temporal puede describirse intuitivamente de
la siguiente forma. Inicialmente (i.e., al tiempo ¢ = 0) hay un individuo en el lugar
x el cual migra segin el proceso W. Después de un tiempo de vida con distribucién
exponencial de pardmetro V el individuo se ramifica, dando origen a una descendencia
con distribucién 7. Los nuevos individuos evolucionan independientemente siguiendo
las mismas reglas. La medida aleatoria X; representa el estado de la poblacién en el
instante t > 0.
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3. Representacién de soluciones

Las soluciones positivas de la ecuacién

Ou ()
ot
admiten una representacién como funcionales de media del proceso X definido en
la seccién 2. Para obtener dicha representaciéon tomamos una funcién constante
V(z) =V > 0, un proceso S-valuado {W;, ¢t > 0}, el cual es de Markov, conservativo,
con generador infinitesimal A y semigrupo {73, ¢t > 0} dado por

= Auy(z) + Vil (z), t>0, ug(z)=f(z), z€S, (1)

nﬂ@;mﬁmm:/ﬂme@xtzmxeafemw,

donde {q;(z,dy), t > 0} es una familia de probabilidades de transicién de {W, t > 0}
y By(S) denota al subespacio de B(S) de funciones acotadas. La ley de ramificacién
estd dada por w(z,du) = dgs,(dp), = € S, donde 3 > 2 es un entero fijo. Para
f € B(S) definimos

wilp) = By [SF(X0)] . we M(S), t=0, (2)
donde S; denota al “tiempo de ocupacién ponderado”
t t
St:V//XS(dx)ds:V/ Nods. t>0, 3)
0 Js 0
siendo V; el nimero de individuos presentes en la poblacién en el instante t. Cuando

V =1y Xy = 4., la variable aleatoria S; coincide con la longitud del arbol de
descendencia del individuo d, hasta el tiempo t.

Teorema 1. Sea

wi(z) =E, [es‘f(Xf,)} L t>0, z€S8. (4)
Entonces u; es la solucién del problema de Cauchy
Ouy(x :
WD) _ pu(w) + V@), wo=f. [ EB(S) )

Prueba. Sea Xy =pu = 21;1 04, €l estado inicial de la poblacién ramificada. Entonces
el tiempo de la primera ramificacién o tiene distribucién exponencial de parametro
nV. De la ley de probabilidad total se sigue que

wi(p) = eV, [ % (X))

t

o> t} +/ nVe "°E, [esff(Xt) ‘ o= s] ds.
0

Dado que o > s, la evolucion de la poblacién hasta el tiempo s sigue una migracién

aleatoria originada por los movimientos de particulas. Por tanto, el tiempo de ocu-

pacién S es igual a f; nVdr = nV's. Notando que una particula dada lleva a cabo

la primera ramificacién con probabilidad 1/n, se sigue que

wil(p) = e=Vtels O [ Tuf(a)
i=1

n t n
+v§1/eww%”T(/mﬂwﬂwau»[InwﬂmMa
i=170

I=1,li
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donde 7(*)(dv) = d45.(dv), z € S. Por consiguiente,

HTff x; +VZ/ </wz‘ s(v)m (')(dV)> () ﬁ Tiw—s(x;) ds

1=1,li
Poniendo p = 6, y ui(x) := w(d,) resulta

w(z) = T,f(z )+v/t (u;’ 3)(x)ds, z€eS, t>0,

que es la forma integral de (5). |

4. Existencia de soluciones globales

Para cada funcién medible v : N§(S) — Ry y cada medida p = Y ., d,, € N¢(S)
definimos el nicleo ¥ por

/M(Sz))(y)\ll(u,dsdu VZT (/ du> z; HTvxl

1¢,

Nétese que W(u, ds dv) representa una dindmica poblacional en la cual la “poblacién
inicial” p es transformada en una nueva poblacién, v, mediante una ramificaciéon en
el instante s del individuo d,,, ¢ = 1,...,n. Los demds individuos §,,, | # ¢, no
se ramifican en el intervalo (0, s], pero sufren movimientos independientes segin el
semigrupo {7, r > 0}.

Sean w; y wu; las funciones definidas por (2) y (4), respectivamente. Entonces
G = wy, t > 0, y para cualquier f € B(S5),

U (p) = // Up—s (V) O(u,ds dv).
Ne(RY)

Sustituyendo la expresién de u; en las integrales del lado derecho de la igualdad
anterior resulta

p) = Zuk(tvu), JIS M<S)7 t >0, (1)

k=0
donde wug(t, pu) = Z/}?(p) y

¢
Uk+1(t,/,t):/ /j\/(Ri)uk(t—s,u)\I’(u,dsdu), k=0,1,....
(R

Noétese que
u(t, 1) = E, [ F(X0); l‘ft—k:| k=0,1,...,

donde x; denota el nimero de ramificaciones ocurridas hasta el tiempo t. Luego, si

= Z?:l 596n

V/Otin (/ T (w)r ) @i HTT_ef )

1#1

<Va [T / t (sup Tsf(Z))ﬂl ds,

=1 z€S
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donde hemos usado que 7/23”(52) =T.f(2),z€ S, t>0. Debido a lo anterior,

t /-1 n
wlt) < VATF) [ (swTse) ds p=Y o 120
0 i=1

z€S

Usando inducciéon matematica es facil verificar que para cualesquier £ > 1, p =

k k=1

wlt) < 3 [T 5 -1) [ [ (swrsr) " as

z€S

Tof (). (2)

La desigualdad anterior junto con (1) da el siguiente teorema.

Teorema 2. La solucién u:(z) de la ecuacién (5) cumple

ut(x)<71tf <1+ka )a‘resvtzov

t B-1 k
o[ (o) o

En particular, para cualquier f € B(S) que cumpla

g1 v/ (supr ))ﬂlds<1, (3)

donde

1y (1+i(3 - 1))
k!

Ve (t) =

z€S

la correspondiente solucién de (5) es global y satisface

ui(x) < Const. Ty f(x), z € S, t > 0.

Prueba. La aseveracion se sigue directamente de (1), (2) y el hecho de que Y72 | vi.(t) <
oo uniformemente en ¢ > 0 debido a (3). |

5. Explosién en tiempo finito

Lema 1. Sea K >0,y sea
W (p) :=E, [eS'KN‘] , t>0,
donde p1 = Y7, 8, € N¢(S) v Si, Ny estén dados por (3). Entonces

[eS) k gflk
+Z<H (i — 1)( 1)))0/“2!)],71:1,2,....

k=1

’lI/t(,LL) — Kn

1
-1

En particular, w;(0,) = oo para cualquier x € S con tal de que K > (%)
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Prueba. Nétese que tanto S; como Ny son independientes de la variable espacial.
Luego, si g =Y i, 6,,, entonces

~ (n) (n) ~
w(p) =E [esf KN ] =: Uy(n),
donde St(") y Nt(”) denotan, respectivamente, las magnitudes S; y N, correspondientes

a una poblacion inicial constituida por n > 1 individuos. Condicionando igual que
antes en el tiempo de la primera ramificaciéon da

t n
(n) (n) B B (n+6—1) (n+6—1)
E [65' P(N' :| —e theth K" + V/ dse nVsenVs 2 E |:€S*—5 P(Nt—s :| ,
0 :
i=1

0 sea .
ﬂt(n):K"JrnV/ is(n+ 0 —1)ds, n=1,2,.... (1)
0

Iterando recursivamente (1) se encuentra que @;(n) admite el desarrollo
au(n) = ui” (n) +uf (m) + -+ 2)

donde ugo) (n)=K"y u£k+1)(n) =nV fot ugk)(nJrﬁfl) ds, n > 1. Consecuentemente,

i X ViK1
at(n) =K ) %

0o k
1+ (H(n+(i—1)(ﬁ—1))
k=1

i=1

],n:1,2,....

Tomando n = 1 en la expresion de arriba y usando que 8 > 2 obtenemos

> . ViKi-1)*
SRV 1)!(m)]

k=1

E[e"KN] > K

=K

00 _ B— k—1
1+VtKﬁ’1Z(Vt(ﬁ 1])€K ) ]

k=1

1
-1

El lado derecho de la tltima igualdad es infinito para K > (m) . ]
Noétese que u(-) =w(6) si A=0y f(x) = K > 0. De hecho

t
he = E [e% ] :f+V/ hldr, t>0,
0

es la solucién de o
t 3
— =Vh/, hy=/F,
ot rr ho=1
la cual explota en tg = V(3 — 1) "' K'=” siempre que K := f(z) > 0. De este modo,
en ausencia de movimientos de particulas la ecuacién (5) explota en tiempo finito

siempre que f >0y f #0.

Lema 2. Sea 7 = {7;, t > 0} el drbol de descendencia de un ancestro d,, y sea
f € B(S). Para cualquier realizacién 7 de 7 y ¢t > 0,

E[f(X)| T =7 > (Tif (@)™,
donde N/ denota al ntimero de individuos en la cispide de 7.
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Prueba. Usaremos induccién matemaética en el nimero de aristas de 7;. Si 74 consiste
unicamente de una arista, entonces N/* = 1y

Tt

B, [F00)| T =] = [ f@atw.dy) = @),

donde ¢ (z,dy), t > 0, son los nicleos de transicién de los procesos de migracién de
las particulas. Si 7; posee dos o mas aristas, denotemos por t; < t a la longitud de la

arista que contiene a la rafz, y sean 7V, ..., 7(% los sub-arboles de 7, que emergen
(1) RO

del primer punto de ramificacién de 7;. Entonces tenemos N} = N:ftrll +- +Nf' "

y usando la propiedad de ramificacién, la hipétesis de induccién y la desigualdad de

Jensen,

-~

E, [f(Xt) T, = Tz}

:/]Ez [J?(thtl)

(1) (8)

/mhﬂ»~?<zduwﬁ%uw
:/m%ﬂmw%mw>
> (Tif(2)™ .

Z*tl = Tt(le at, (‘T7 dZ)

Ty, = TSH -E, |:.]/C\(Xt*tl)

Teorema 3. Sea u;(x), t > 0, z € S la solucién de la ecuacién semilineal (5) con
ug > 0 medible y acotada. Si para algunos ¢t > 0y x € S se cumple

Tuo(z) > V(5 —1)" V7Y,
entonces u explota en tiempo finito en el punto x.
Prueba. Del teorema 1 sabemos que u(x) = E,[e% f(X,)], donde
E.[e% /(X)) = E,[E[e /(X)) | T]] = Eo[eE[f(X:)| Ti])-

La demostracién termina aplicando los lemas 1 y 2. [

6. Soluciones globales y explosion en tiempo finito de sistemas de ecuaciones

En esta seccion damos extensiones de los teoremas 2 y 5 al caso de sistemas de
ecuaciones. Para simplificar la exposicién nos restringiremos a sistemas de la forma

0

%:Alut—&—vmﬂ“ v , >0, ug=f,

0

S = Awvk Vau ol 10, v =g, (1)

donde A; es el generador de un proceso fuerte de Markov en S con semigrupo de tran-
sicién {T}, t > 0}, V; > 0, B;; € {1,2,...} son constantes, i,j = 1,2, y f,g € B(S).
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Tanto la representacién probabilistica de (1), como sus propiedades de explosién, se
obtienen de forma similar al caso univariado, empleando una poblacién ramificada
bi-tipo en lugar de la poblacién monotipo que usamos previamente. Para ser pre-
cisos, consideremos una poblacién en S, consistente de individuos de los tipos 1 y
2. Un individuo de tipo ¢ vive un tiempo exponencial de pardmetro V; durante el
cual se mueve segin un movimiento markoviano de generador A;. Al término de su
vida dicho individuo se ramifica dando origen a una poblaciéon constituida por G
descendientes de tipo 1 y B2 descendientes de 2. Los nuevos individuos aparecen en
el lugar donde la particula madre se ramificé y evolucionan independientemente de
la misma manera.

Denotaremos por X; a la configuracién en el tiempo ¢ > 0 de la poblacién bi-
tipo descrita arriba. Noétese que X; toma valores en el espacio Nf(S x {1,2}) de
medidas de contar finitas en S x {1,2}, donde la primera coordenada de un punto
(w,7) € S x {1,2} representa la posicién, y la segunda el tipo de un individuo d, .
En este caso

t t
Sf:‘/l/ N51d8+‘/2/ Ns,2d57 tZO?
0 0

representa la longitud (ponderada) del drbol de descendencia del ancestro, donde Ny ;
es el nimero de individuos de tipo ¢ en X;. Definimos IV; := Ny 1 + No, t > 0.

Teorema 4. Sea (uy,v;) la solucién del sistema semilineal (1), y sea ¢ : S x{1,2} —
Ry definida por ¢(z,1) = f(x), ¢(z,2) = g(x). Entonces (us,v:) admite la repre-
sentacién

u(w) = Es, (%o (X0)], w(z)= Es,, (%@ (Xy)], t>0, z€8. (2)

Miés ann, si ¢ estd acotada por 1, entonces la solucién de (1) cumple

w(z) < T f( <1+ka )
v(z) < T2g(x <1+ka>

donde
[Ty +i(p* — 1))

t Bx—1 k
x V/ (Sup Tscp(z)) ds] ,
. 0 z€S

con V=V, VVa, B = (f11+ P12) A(B21 + B22), vy B* = (B11 + B12) V (B21 + Ba2). En
particular, si ¢ estd acotada por 1 y cumple

(A (t) =

Bx—1
B*—1) V/ (5upTé<p )) ds < 1, (3)

z€S

entonces la solucién de (1) es global.

La demostracién de (2) es similar a la del teorema 1 y aparece en [20].

Denotemos por Ep,,,) a la esperanza cuando la poblacién bi-tipo inicial consiste
de n individuos de tipo 1 y m individuos de tipo 2. Ponemos (1 := (11 + S,
B := P21 + P22, y definimos

u"(KY) = B €KY, t>0, K >0, nyme{0,1,...}.
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Lema 3. Sea V, :=V; AVs. Para cualquier t >0, K >0,y n,m € {0,1,...},

n,m n—+m = ‘/*tl
R Y el P SR S LT ‘””H<m,+Zﬂw— )]
=1
()

(1) {12}
donde 60(71,...,m) = (=3, (v—1)Br 1)+ (vi—1)(Ba—1), m = ny n2 = m.

La prueba de (4) sigue los mismos pasos que la demostracién del lema 1 y no la
desarrollaremos aqui.

Corolario 1. Supodngase que 2 < 31 < 5.

(a) Si 8y = B2 o (11 > 2, entonces E[l’o][ES”KN’] = oo para K > Ct_(’l%l,
t>0.

(b) Si B11 = P22 = 0, entonces ]E[lﬁo][eSﬁKN’] = oo para K > c’t_ﬂ12+§21—2’
t>0.

Aqui ¢ y ¢ son constantes que pueden depender de §;; y Vi = Vi A Va2 pero
no de t.

Prueba. Si 31 = [, considérese una poblacién monotipo con tiempos de vida ex-
ponenciales de parametro V, y tamanos de descendencia § := ;. La primera
aseveracion en (a) se sigue entonces de los resultados de la seccién 5. Para demostrar
la segunda afirmacién en (a) nos basaremos en el lema 3. Efectivamente basta consid-

( Vv

d5,+.)) para los cuales ('yl, . ,71) es de la forma (1,. ) El lema 3 1mphca que
oo
n,m n-+m (‘/*tK&—l)l
u""(K) > K143 [+ G- 1) )(Brn = 1)
=1 1=1

1 .
Por tanto, si t > 0 y K > (Vit(B11 —1))” @D entonces (VitKA—1) > (ﬁnlﬁ
y por consiguiente

l l
(VitKA-h 1 ) n 1
- 1)) = > = — > -,
L[ln+z 1)(fu — 1)) T l];[ ﬂn_l tizl) = 2y

-1 n,m
Se sigue que para cualesquier t > 0y K > (Vit(811 — 1)) -1 u£ ’ ](K) = 00
para todo n > 1y m > 0. La demostracién de (b) es similar.

Finalizamos esta seccién con una extensién del teorema 3 a sistemas de ecuaciones
que fue probada en [25]. Debido a que ignoramos si es vdlida una versién multivariada
del lema 2 en la generalidad de nuestro marco, en el siguiente teorema nos restringimos
al caso especial de S = R? y suponemos que el proceso de movimiento de las particulas
de tipo i posee densidades de transicién {q(z,y), t > 0}, donde ¢ (z,y) = ¢i(z — y)
y ¢i(-) es unimodal y simétrica, i = 1, 2.
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Teorema 5. Suponer que para cualquier bola B C R? centrada en el origen, el
nimero K := info<,<; P [W} + W2, € B] cumple las condiciones del corolario 1 (a)
o (b), donde {W}, t > 0} y {W?, t > 0} denotan procesos independientes R? de
generadores A; y Aa respectivamente, con W} = W = 0. Si las densidades de
transicién {qi, t > 0} de {W}/, t > 0} cumplen

(a) qi(z,y) = ¢i(z —y), z,y € RY, y ¢i(-) es simétrica y unimodal,
(b) ¢i() es continua y satisface g} (z) > 0, z € R?

para i = 1,2 y cualquier ¢ > 0, entonces la solucién del sistema (1) explota en tiempo
finito para todos los valores iniciales (f, g) que cumplan

f(x) > ki 1p(z), g(z)>kolp(x), z¢€ R?,

para algunas constantes k1, ks > 0 y bolas B, B’ C R?.

7. Explosién en tiempo finito del problema de Dirichlet

En esta seccién nos interesan condiciones para explosién en tiempo finito del problema
con valor en la frontera de Dirichlet

%:AU+VUS, t >0, u(0,2) = f(z), = € G, Uy =0, (1)
donde G C R? es un dominio acotado. Sea B = {B;, t > 0} un movimiento browniano
en R? con pardmetro de varianza 2. Denotemos por {T}, ¢t > 0} al semigrupo en Lo (G)
fuertemente continuo, correspondiente al proceso B matado en 7 := inf{t > 0|B; €
OG}. Supéngase que G es regular en el sentido de que B le pega al complemento de
G inmediatamente después del tiempo 0 cuando inicia desde cualquier punto de 0G.
Entonces se puede probar [10] que el semigrupo {7}, ¢ > 0} es fuertemente continuo
en el espacio Cy(G) de funciones continuas en G que se anulan en 0G.

Sean {p,}2, C Co(G) vy 0 < Ag < A1 < --- las soluciones no triviales del
problema de valores propios

Ap(z)+Ap(z) =0, z € G, ¢(x)=0, z € IG,

donde cada funcién ¢, estd normalizada de forma que ||p,|l2 =1 (aqui || - ||, denota
la norma en L,). Es bien sabido que el autovalor A\ tiene multiplicidad uno y que
la funcién ¢g es estrictamente positiva en G. Mas atun, para todo t > 0 y cualquier

f € CO(G)a

Tf@) = > Mula) [ f)e)d t>0, 2 € G. @

n=0

Diremos que {7}, t > 0} es intrinsecamente ultracontractivo (IUC) si para todo
t > 0 existe constante positiva ¢, tal que

Tif (2)] < cill fllawo(z), z € G, feCo(G). 3)
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Se sabe [11] que si G obedece condiciones de cono tanto exterior como interior, en-
tonces G es regular y {13, t > 0} es IUC. En [4] se demuestra que la propiedad ITUC
se cumple para una extensa clase de dominios G.

El siguiente teorema se demuestra en [24], donde V' > 0 y 3 > 1 son constantes.

Teorema 6. Supdngase que {73, ¢ > 0} es IUC y sea f € Cy(G) no negativa. Si

Ao\ VD
(oo, > (5) Nl @)

entonces la solucién u(t, z) de (1) explota en tiempo finito.

Una manera de interpretar probabilisticamente la explosién en tiempo finito de (1)
es como sigue. Sea

Qg(z) = ™oy (2) Ty (gpo)(z), = € G, g € Cy(G).

Entonces {Q:, ¢t > 0} es un semigrupo de contracciones Cy(G) el cual es fuertemente
continuo y tiene a ¢Z(z)dxr como su (inica) medida invariante. De hecho, para
cualquier g € Co(G) v f = gwo,

_ (1 (a0t Pn ()
sup|Qug () g(w)lénz_:l(l e )sup |/, on)]

rea | po(x)

debido a (2), y la serie en la tltima desigualdad tiende a 0 cuando ¢ | 0 en virtud de
que {T;, t > 0} es IUC. El generador H de {Q;, t > 0} estd dado por

Hg =5 (A% + Xo)(g¢0), 9 € Dom(H) := {g € Cy(G) : geo € Dom(AY)},

donde A% es el generador del movimiento browniano matado. Debido a que A¢
es autoadjunto, se sigue que [ Hg(x)p(z)3dx = 0 para cada g € Dom(H), que da
la @Q-invariancia de ¢?(x)dz. Escribiendo Elg] := [ g(z)p3(z)dz, se concluye que
E[Q:g9] = Elg], t > 0, g € Cy(G).

Sean
w(t,r) = eAOfu(t’x) vy oz(tx)=e Mey(z), z€q, t>0, (5)
eo(x
donde .
u(t) =T, f + V/ Tou(t —s)ds, t>0, (6)
0

es la solucién de (1). Multiplicando ambos lados de (6) por ¢j*(z)e! da

U](t,.ﬁ) = th(l‘) + V/Ot Qéw(t -, ,)/32,(1: -5 ')ﬁil(aj) d57 UAES Ga t>0. (7)

Si 8 > 1 es entero, la solucién de la ecuacién (7) admite una representacién como
funcional de media de un proceso de ramificacién, analoga a las representaciones dadas
en los teoremas 1 y 4. En efecto, considérese una poblacién bi-tipo en G, de tipos
1y 2, cuyos individuos evolucionan independientemente de la siguiente forma. Una
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particula de tipo 1 vive un tiempo exponencial de media 1/V durante el cual migra
segtin el semigrupo {Q;, t > 0}. Al final de su vida ésta se ramifica, procreando
[ descendientes del tipo 1 y 8 — 1 descendientes del tipo 2, todos naciendo en el
lugar de muerte de su progenitora. Las particulas del tipo 2 desarrollan movimientos
brownianos matados independientes y no se ramifican. Para ¢ = 1,2, sea X', la
poblacién de particulas de tipo i al tiempo ¢, iniciando con un ancestro de tipo 1 en
la posicién z € G. Entonces la solucién w(t, z) de (7) estd dada por

w(t,x) =E e H g(z) H wo(2)|, t>0, z €@, (8)

z€supp(X/,) z€supp(X},)

donde V187 = fo fX (dy) ds representa la longitud hasta el tiempo ¢ del &rbol
de descendencia de un ancestro tipo 1. Como 3(x)dz es la medida invariante de
{Q:, t > 0}, si ¢p decae suficientemente rdpido cerca de G, y ademds los puntos
r € G donde g(x) = f(x)/po(x) es grande estdn en regiones a las que pZ(z)dx
asigna poca masa (equivalentemente, si (f, o) es pequeno), entonces el decaimiento
de Hzesupr; ©vo(z) cuando t — oo es capaz de contrarrestar la contribucién del

factor eS;’ HZESUPPX;:I
finito de w(t), y por tanto de u(t).

g(z) a la esperanza en (8), evitando asi explosién en tiempo

8. Explosion y estabilidad de una ecuacion semilineal con un generador dependiente
del tiempo

En esta seccion consideramos el problema de Cauchy semilineal no auténomo
Ou (t,x)

ot
u(s,z) =@ (x), veR?

= L(t)u (t,z) +yu’ (t,z), t>s>0, (1)

donde v > 0 y 3 > 1 son constantes, 0 < p € Cp(R?) (donde Co(R?) es el espacio
de las funciones continuas en R? que se anulan en el infinito) y L(t), ¢ > 0, son
generadores de Lévy de la forma

d

1< o &4 @) of (x)
L — 2 Z: 81:73% + Zbi (t,2) ox;

1=

+/Rd <f (z+y)—f(z) - W) w(t,z,dy), f e Dom(L(t)), t>0.

Aqui a : [0,00) x RY — Sj es acotada y continua, Sj' es el espacio de matrices reales
d x d, simétricas y no-negativas definidas, b : [0, oo) xR — Rd es acotada y medible,
y (¢, @,-) es una medida de Lévy tal que [ |y[*(1+ |y[*) " u(t, 2, dy) es acotada y
continua en (¢,z) para todo conjunto de Borel I' ¢ R\ {0} .

Sea {U(t, s) }i>s>0 el sistema de evolucién generado por {L(t)};>0. Un resultado
estandar [30] es que para cada valor inicial no trivial ¢ existe un nimero T, € (0, o]
tal que (1) tiene una solucién unica u dada por

u(t,x)zU(t,s)np(x)—l—v/tU(tr) Y(ryz)dr, T,>t>s, xR (2)
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la cual es acotada en [s,T] x R? para todo 0 < s < T < T, y si T, < oo, entonces
|u(t, )|l — oo cuando ¢ T T,. Igual que antes, cuando T, = oo se dice que u es una
solucién global y cuando T, < oo se dice que u explota en tiempo finito o que u es
no global.

Recuérdese que, bajo nuestras hipétesis, el sistema de evolucion {U (¢, s) hi>s>0 estd
dado por

U@@wuaz/wwﬂ%aau@» reRY,

donde {P(s,z,t,dy)}+>s>0 son las probabilidaded de transicién del proceso marko-
viano X = {X(t)}+>0 que resuelve el problema de la martingala para {L(¢)};>0 [33].
Sea Cj ([0, 00) x R?) el espacio de funciones continuas en [0, 00) x R? que se anulan
en infinito, y sea {Y (t)},~ €l proceso de Markov homogéneo en [0, c0) con probabil-
idades de transicién -

P(t,r,')=06,_4(I'), T eB(0,00)), t, r>0.
El semigrupo {7 ()},5, en Co ([0, 00) x R?) dado por

U(r,r—t)g(r—t,x), 0<t<r zeR

(T () g) (r,x) =
U(r,O)g(O,x), 0<r<it,

es un semigrupo fuertemente continuo de contracciones que preservan positividad.
Su generador infinitesimal A es conservativo y, por lo tanto, el proceso de Markov
correspondiente Z = {Z (t)},~, = {(Y (t), X (t))},5, es fuerte de Markov en S :=

[0,00) x R%. Asi, las soluciones positivas del problema semilineal

%w(t,z) = Aw (t,2) +yw’ (t,2), w(s,2)=¢(z), t>5>0, z€8,

admiten la representacién dada en la seccién 3, a saber
w(t,2)=E [ ¢(X*(t—s)], t>s>0, z€S8, (3)

donde {X*(t), t > 0} es un proceso de ramificacién en S con tiempos de vida ex-
ponenciales, nimero de ramificaciones (3, movimientos de particulas con generador
A e iniciando con un individuo §,, z € S. Procediendo como antes se obtienen los
siguientes resultados (ver [21]).

Teorema 7. Sea {U(t,s)}i>s>0 €l sistema de evolucién generado por {L(t)}i>0, ¥
sea 3 > 2 un entero. Si para algtin € R? y t > s > 0 se cumple

B=1D7(t—9) Ut e@) " >1, (4)

entonces la solucién de (1) explota en tiempo finito.

Teorema 8. Sea {U(t,s)};>s>0 €l sistema de evolucién generado por {L(t)}i>o.
Sean ¢ >0, 8> 1y s> 0 tales que

<ﬁ—nv/MWMm$¢&*m<1- (5)
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Entonces la solucién de (1) es global y cumple

U (t
u(t,x) < (t,5) ¢ (z) —, t>s, zeR

L= (B= D)7 [ U ()l ar] ™

En caso de § > 2 entero, los teoremas 7 y 8 se siguen de razonamientos andlogos a
los de las secciones 4 y 5. El caso § € (1,00) del teorema 8 se demuestra en [21]
adaptando el método empleado en [39].

8.1 El caso L(t) = k(t)Aq

Supongamos que L(t) = k(t)A,, t > 0, donde k : [0,00) — [0,00) es continua y no

idénticamente cero y A, es la potencia fraccionaria A, = — (—A)a/ ? del Laplaciano,

0 < a < 2. El operador A, es el generador infinitesimal del movimiento a-estable
esféricamente simétrico d-dimensional, el cual denotaremos por W := {W;, s > 0};
el caso a = 2 corresponde al movimiento browniano en R? con parametro de varianza
2.

W es un proceso fuerte de Markov que posee una familia de densidades de tran-
sicion p(t,z,y) = p(t,y — ) = pi(y —x), t >0, z,y € R las cuales son continuas,
estrictamente positivas y radialmente simétricas. El correspondiente semigrupo de
operadores lineales {S(t), ¢t > 0} tiene como generador a A, y estd dado por

S(t)p(x) := E[p(W;)| Wo = z] = E.[p(W;)] = /p(t,x,y)so(y) dy, t>0, z€R’

donde ¢ : RY — R es medible y acotada. Las densidades estables poseen las siguientes
propiedades [35].

Lema 4. Para cualesquier s,t >0y z,y € R% se cumple
i) plts,z)=t"ip (s,t_%x) ,
i) p(t,z) <p(ty) silz| =1y,
iii) p(t,x) > (f)gp(s,x) cuando t > s,

i) p(t,t(z—y)) >pt,z)pty) sipt0)<lyr>2

A la propiedad i) del lema anterior se le llama propiedad de escala (o propiedad de
autosimilaridad) de las densidades estables.

8.1.1 Explosion en tiempo finito

Consideremos la ecuacién semilineal
Ou (t,x)

ot
u(s,x) =¢(x), zeR,

=k(t) Agu (t,x) +yu” (t,z), t>s5>0, (6)
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donde 7,8 y ¢ son como en (1). El sistema de evolucién asociado a la familia
{k(t)As}i>0 €s
Ut s)p(z) =S (K(ts))e(x), (7)

donde .
K(t,s)::/k(r)dr, 0<s<t. (8)

Denotemos por B,(z) a la bola abierta en R? de radio » > 0 con centro en x € R%;
escribiremos B, = B,(0).

Sea tg > 0 tal que K (t9,0) = fgo k(r) dr =& > 0. Usando (7) y las propiedades i)

y ii) del lemma 4, es f4cil probar que si x € B(K(t ok’ 2 € 0B5 y t es suficientemente
grande, entonces

p—1

B— _d(p-1)
(B0 0 ¢ @) > =13t (p0.2) [ eidn] KT o).
1
lo cual implica (4) siempre que el miembro derecho de la desigualdad anterior sea
mayor que 1. Por tanto, se cumple lo siguiente.

Lema 5. Supongamos que > 2 es un entero, y que para algunos t > tg, x € R? y
z € 0B> se verifica
B—1

d(B—1)

K ° (t,0)<(3—1)4t p(l,Z)/B (y)@(y)dy

Entonces la solucién de (6) explota en tiempo finito.
El siguiente resultado es una consecuencia directa del lema anterior.

Proposicén 1. a). Si 0 < ¢ € Cy (R?) no es idénticamente cero y [~k (r) dr < oo,
entonces la solucién mild de (6) explota en tiempo finito para todo « € (0,2] y todos
los enteros d > 1, 3 > 2.

b). Sea B > 2 entero. Si existen constantes C' > 0y p > 0 tales que
0< K (t,0)<Ct

para todo ¢ suficientemente grande, y la condicién inicial 0 < ¢ € Co (R?) no es
idénticamente cero, entonces d < a/(p(8 — 1)) implica explosién en tiempo finito de
la solucién de (6).

Notese que en el caso k = 1, el criterio de explosién dado por la proposiciéon 1.b
se reduce al conocido resultado de que la solucién de (6) explota en tiempo finito
cuando d < a/(8 —1) y ¢ > 0 no es idénticamente cero (véase por ejemplo [27]).

8.1.2 Existencia de soluciones globales

Consideremos de nuevo el problema (6), pero con 5 > 1 no necesariamente entero.
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Proposicon 2. Si

o0 83—
/ K~ (4,0)dt = M < (9)
0

(/Rdw(y) dy>ﬁ_1 < e 1)71;_1 @Oy’ (10)

entonces la solucién de (6) es global.

Prueba. Usando (7) y la propiedad de escala de las densidades estables puede de-
mostrarse que

o 5—1 A=t
B0 [ W0l s 5= 1) <1,o>(/Rsa<y>dy) M.

d

Asi, (9) y (10) implican (5). Una aplicacién del teorema 8 finaliza la prueba. |

Corolario 2. Supdngase que la condicién (9) se cumple, y sea § > 0 tal que

5N < [(B— 1)y (1,0 M] T

Si existe [ > 0 tal que
0<p(z)<dp(lz), zeR,

entonces la solucién de (6) es global.

Similarmente a la proposicién 2, puede probarse lo siguiente.

Proposicon 3. Siexisten [ > 0y § > 0 tales que

_ 4

MIE/ (4 K (£,0) 7 dt < oo,
0

41 B B—1 -1
d <[(ﬂ Dyp  (1,0) M|

0<¢p(z) < dp(l,z), zeR, (11)
entoces la solucién mild de (6) es global.
Corolario 3. Supédngase que ct? < K (¢,0) para ciertas constantes positivas ¢, p, y
todo ¢t > 0. Si ¢ cumple (11) y

dp(B—1)

(07

> 1,

entonces la solucién mild de (6) es global.

Cuando k =1y d(8—1) > a, el corolario 3 se reduce al bien conocido resultado
de que la solucién de (6) es global si para alginl > 0y § > 0 suficientemente pequeno,

0<p(x)<ép(l,z), zecR?
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(véase [27]).

Observacion. Las proposiciones 2 y 3 siguen valiéndose si en lugar del operador
A, en (6) consideramos el operador

)
Aoz h = A(y biia
b + ; oz,

donde o € (0,1) U (1,2] y b = (by,...,bs) € R Ver [21].

Finalizamos esta seccién recalcando que el factor k(t) es capaz de modificar la
difusividad de los movimientos de particulas hasta alterar drasticamente el compor-
tamiento de explosién de la ecuacién (6). Para el caso especial de k considerado aqui,
la integrabilidad de k excluye la existencia de soluciones globales, independientemente
de la dimensién del espacio y el exponente de estabilidad «. Intuitivamente, en este
caso el comportamiento de explosién de la ecuacién (6) es similar al de

du(t) _ 4
——= =u’(t), u(0)>0.
=), u(o)
Similarmente, si fot k(s)ds ~ t? cuando t — oo con p > 0, entonces el comportamiento
de explosién de (6) es andlogo al de la ecuacién
ou

Fri A%u—kvuﬁ, u(0,) = 0.

Asi, de nuevo heuristicamente, en el caso p > 0 es el exponente de estabilidad el que
resulta alterado. Ya que tal exponente determina la mobilidad de los movimientos
estables, el factor k(t) puede disminuir o aumentar la difusividad del movimiento, de
acuerdoasi0O<p<lop>1.

8.2 El caso L (t) = 271 3¢, kij (t) 82 /0x;du;

Suponiendo de nuevo que k : [0,00) — [0,00) es continua y no idénticamente cero y
definiendo K (t, s),t > s > 0 como en (8), de la proposicién 1 se sigue inmedidtamente
que, para (8 > 2 entero, la solucién de

ou (t,x k(t q

% = #Au (t,x) +yu’ (t,x), t>0, z€RY,

’U,(O,:L‘) = (,0(.%‘),

explota en tiempo finito si 0 < K (¢,0) < Const-t para t suficientemente grande,
d =1, 8 = 2y la condicién inicial 0 < ¢ € Cp (R?) no es idénticamente cero.
Para dimensiones d > 2 y 8 > 1 no necesariamente entero daremos enseguida un
resultado de globalidad. Recordemos que Sj denota al espacio de matrices reales
d x d, simétricas y no-negativas definidas.

Proposicon 4. Sea k : [s,00) — S continua y tal que A 101> < (0,k(t)6) < Al6)?,
dondet>s5>0,0€RYy 0 <\ <A < o0. Sea u la solucién del problema semilineal

Ou(t,x) 1 d 92 ,
ouih,L) _* 07 N
ot 5 igl kij (t) z:0z, u(t,z) +yu’ (t,x), t>s2>0,

u(s,x) =¢(z), =cRY
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donde v > 0,8 > 1,d > 2,y 0 < ¢ € Cp(RY). Si O 5 1y o(z) <

§ (1+ |z[)~™" para § > 0 suficientemente pequefio, entonces u es global.

Un bosquejo de la prueba de la proposicion anterior se da a continuacién. Sea
K(ts)= (Kij (tvs))lgmgda 0<s<t,
donde Kj; (t,s) f kij(r)ydr,i,7=1,...,d. Para 0 < s <ty z,y € R? definimos

1
(21)% (det K (¢, 5))

p(s,x,t,y) = exp —%(y—x,K‘l(t»S) (y —x))

[N

Entonces
P(s,z,t,T):= /p(s,:c,t,y)dy, 0<s<t, zeR! TeBRY,
r

es una probabilidad de transicién y v (t,z) = U (t,5) ¢ (z) = [ (y) P (s,,t,dy)
resuelve la ecuaciéon homogénea

wtr) 1« 0?
715 52 8x8xJ v(t,z),  v(s,z)=¢(z).
d
(Véase [34]). Usando que p (s, z,t,y) < (£)* D (t — s,y — z), donde

1
(2rA(t—s))2

ﬁ(t_svy_l'):

la continuidad de (t,s) — U (t,s) ¢, ¢ € Cy (Rd), y el hecho de que para cada
t>s>0,U(ts) es un operador lineal acotado positivo-preservante, implican que

[0l de < ars

para alguna constante M > 0. De aqui se obtiene (5) eligiendo ¢ > 0 suficientemente
pequeno.

9. Representacion de Feynman-Kac y aplicacion al caso A,

Sea {W(t), t > 0} el proceso esféricamente simétrico a-estable en R?. Es bien
conocido [32] que si a < 2, existe una medida aleatoria de Poisson N(dt,dx) sobre
([0,00) x (R? — {0})) con medida de intensidad dt v(dx), donde

a2 1T ((a + d) /2)
R (1= a/2) ]+

v(dr) =

tal que para todo t > 0 se cumple la descomposicién de Lévy-Ito

W (t) _/|<1xﬁ(t,dx>+/l>1xN(t,dx),
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siendo N(t,dx) la medida aleatoria de Poisson compensada N(t, B) = N(t, B) —
tv(B), t > 0, B € B(R?Y). En lo sucesivo denotaremos con P, a la distribucién de
{z +W;, t >0}, y con E, ala esperanza con respecto a P,, z € R%

9.1 Férmulas de Feynman-Kac

Sea T > 0. Consideremos la ecuacién lineal
ov(t, x)

ot
vo(z) = p(z), =€ Rd,

=Ayu(t,z) + k(t,x)v(t,z) 0<t<T, (1)

donde ¢ y k(t,x) son funciones continuas acotadas sobre R? y [0, T] x R?, respectiva-
mente. Es bien sabido que en el marco cldsico o = 2, k(t, 2) = k(z), la solucién de (1)
estd dada por la férmula de Feynman-Kac. Sin embargo, no es comin encontrar en la
literatura la formula correspondiente a la ecuacion de arriba. Por tal motivo, en esta
seccién probaremos que la solucién de (1) admite la representacién de Feynman-Kac

t

v(t,y) = E, [go(VVt) exp | k(t—s,Wy) ds] . (t,y) €10,7] x R™. (2)

0

Para probar (2) usamos la férmula de integracién por partes y obtenemos

d {v(t - s,WS)exp/Osk:(t - Wr)dr} ot — s, Wok(E— 5, W)

exp {/ k(t—r,W,) dr} ds
0

+ exp {/ k(t—r,W,) dr} dv(t — s, Wy).
0

Aplicamos ahora la formula de Itd para el dltimo término (ver por ejemplo [1]), lo
cual da

d [v(t — 5, W,)exp /0 k(t —r, W) dr}

= exp {/05 k(t—r,W,_) dr} {v(t — s, Ws_)k(t —s,Ws_)ds — diiv(t -5, Ws_)
+ /M W(t — 5, W, +2) — olt — 5, W,_)] N(ds, dz)

+/ Wt — 5, W, +2) — v(t — 5, W,_)] N(ds, dz)
[z]>1

d
+ /w|<1 [v(t —s, Wy +x)—v(t—sW,) - zj:xi%u(t —s, WS)} v(dz) ds} .

K3
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Integrando sobre [0,¢] y tomando esperanza respecto a P, resulta
t
£, [emes { [ ke -swya9b] - u)
0
t s d
= Ey/ exp {/ k(t—r,W,_) dr} {v(t — s, W )k(t — s, W,_) — d—v(t -5, Ws_)
0 0 s

d
+ /w|<1 [U(t —s,We_ ) —v(t —s,Wy_) — ;xzdeTU(t — s, WS)] v(dx)

+ / [v(t —s,Ws_ +z) —v(t —s, Wg)l/(dx)]} ds
e >1
= O7

donde hemos usado la igualdad N(ds,dz) = N(ds,dz) — dsv(dz) y el hecho que
las integrales estocdsticas respecto a N(ds,dx) son martingalas, por lo que tienen
esperanza 0. Esto prueba (2).

Empleando la simetria y positividad de las densidades estables deduciremos a con-
tinuacién una variante de (2) que es més 1til para nuestros propésitos.

Para t > 0 fijo consideremos el proceso de Lévy {W,, 0 < s < t}. Sabemos que
{Ws, 0 < s <t} tiene densidades de transicién simétricas y estrictamente positivas.
Para z € R? denotemos con P! a la distribucién de {z + W, 0 < s < t} en el espacio
de Skorokhod D([0,t],R?), donde D([0,], R?) estd dotado de su filtracién candnica
{Fs}o<s<t. Los resultados en la siguiente proposicién aparecen en [36].

Proposicon 5. Sea t > 0 fijo.

a) Para cualesquier x,yy € R? existe una tnica medida de probabilidad P!, en

2y
D([0,#],RY) tal que, si s € [0,t) y A € Fs, entonces
1
P' (A) = —E! [p(t — s, W,,y)1 3
vy(A) T [p(t — 5, We, y)14], 3)
donde E!. denota esperanza respecto a PL.
b) Se cumple
Pl W, =y =1 (4)

¢)y — P., es una probabilidad condicional regular de P}, dado que {W; = y}.

. d) (Reversibilidad de P},). La imagen de P}, bajo el mapeo w(-) — w(t —-) es

Prueba. Sean z,y € R?. Esta claro que (3) determina una tinica medida de proba-
bilidad P;_y sobre F;, por lo que, para demostrar a) es suficiente probar la existencia
de P! . Primero probaremos que {p(t — s, Wy,y), s € [0,t)}, es una Fy-martingala.

 ,y°
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En efecto, para 0 < s <r <ty A € F,, tenemos
E; [Lap(t =, W, y)] = E, [LaEw, (p(t =, Wr,9))]
=K [1A /p(t —rz,y)p(r — s, Wy, z) dz
= B, [Lap(t — s, Wi, y)],

donde usamos la propiedad de Markov y la ecuacion de Chapman-Kolmogorov. Del
teorema de consistencia de Kolmogorov (ver por ejemplo [9]), se sigue que existe una
tinica medida de probabilidad P}, sobre D([0,t), R?) tal que

ﬁ; A)= ——E' [Lap(t — 5, W,,y)], s€[0,t), AcF,.
) = B L N sel
Escribiendo Eiu para la esperanza respecto a 15‘,57:,}, se sigue que parat>r>s>0y
AcF,,
~ 1 1 p(t —r, Wy, y)
E! 14 = E! { e U]
Y p(t_ra VV?vy) p(t7z7y) p(t_ra VV?vy)
_ 1 t |:p(t_83 W%y) ]-A:|
p(t7xay) ‘ p(t_87VV5,y)

_

=F |—1
oy |:p(t_ 87Wsuy) A:| ’

implicando que {p~'(t —s,W,,y), 0 < s <t} es una martingala no negativa bajo
Pfy Del teorema de convergencia de martingalas, se sigue que p~1(t — s, Wy, y) con-
verge P‘,ﬁvy—casi seguramente a un limite finito cuando s — ¢, y por lo tanto Wy — y

cuando s — t. Entonces tenemos que IS;U esta concentrada sobre D([0,t], R?) y

podemos definir P!, como la restriccién de P!, a D([0,], R?). Esto prueba a) y b).

T,y .y

Sea 0 < s <ty A€ F Porla propiedad de Markov,
B (lwen Ll = [ Lol — 5. W.g)La] dy
B

= / p(t,z,y) P, (A)dy
B
= E, [1{‘4/}€B}E;.V[/}(A)] .

El inciso ¢) se sigue para todo A € F; por un argumento de clases mondtonas. El
inciso d) se cumple debido a la simetria de las densidades estables y a la igualdad

— P t_
Pl W, €dz,..., W, € dz) = p(s1,x,21)p(s2 — 81,21, 22) -+ - p(t — S, 2n, Y) o do.

p(t,z,y)

La proposicién 5 permite obtener una forma alternativa de la representacién de
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Feynman-Kac (2), la cual serd de utilidad més adelante. De la propiedad de Markov,

u(t,y) = E, [@(Wt)E;Wt exp {/Ot k(t — s, Ws) dsH
= /cp(x)p(t,y,x)E;z exp {/Ot k(t — s, Ws) ds} dx
= /w(w)p(t,x,y)EZ,y exp {/Otk<svws)ds} dx
= [ e [ sswaasf[wi =] ettt
donde usamos la simetria de p(t, z,y) y la proposicién 5.d. Por lo tanto,

o= [E[ew{ [ tk(swg)ds}\ W=o| et anan 6

9.2 Cotas de puentes y semigrupos

Recordemos que B, denota a la bola en R? con radio r > 0 centrada en el origen. Los
siguientes dos lemas aparecen en [7]. Por completitud incluimos aqui sus demostra-
ciones.

Lema 6. Existe una constante ¢ > 0 tal que para cualesquier ¢ > 2, y € B,
x € By y s €[1,t/2], se cumple

PJ; {Wb S le/a

W, = y} > C. (6)

Prueba. Del lemma 4.i tenemos que para todo s € [1,t/2],
[ ptomlea,
B 1/ pe(y — )
s opi (s (z — @) (t =)~ pi((t —5) "V (y — 2))
- —d/a —1/a dz
B1ja = pl(t (y—.I‘))

. st —s)~ 4 (inf,ep, Pl(w))Q/ dz
Bal/n

2 +—dja ' p1(0)
_ infuep, pr(w))”
> s~ *Vol(B,/. (HUGQ—,
= ( / ) 2p1(0)
lo cual prueba (6). |
Lema 7. Sea
fily) == Swply) = Ey [p(W)], (7)
donde ¢ : R? — R, es medible y acotada. Para todo ¢t > 1 tenemos
f6) = et 1, (1) [ pla)do (5)
By

para alguna constante cg > 0.
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1/a

Prueba. Seay € B.. Entonces t~/%y € By, y por la autosimilaridad de W tenemos

fi(y) = Eo [p(W: + y)]
= Eo [0 (#/7(W1 + ¢7V7y) )|

zu/ pi( — Yoy p(tVo) da
B

= cot Y / o(x) de.

11/a

v

El argumento de arriba también demuestra que para t suficientemente grande y ¢ tal
que 0 < [ ¢(z)dz < oo, se cumple

fily) = et™""1p, (t710) 9)

para algin ¢j > 0. m

9.3 Subsoluciones via la representacion de Feynman-Kac

Sea w la solucién de la ecuacién semilineal

%(y) = Aawn(y) + w0 P (y),  woly) = e(y), yER, (10)

donde v,8 > 0y ¢ > 0 es medible, acotada y mayor que cero en un conjunto de
volumen positivo. Debido a la férmula de Feynman-Kac (2) tenemos que w; admite
la representacion

w@ﬂﬂmmmfmem}

y por tanto,

de modo que f; es una subsolucién de (10), es decir, wg = fo y wy > f; para todo
t > 0. Por linealidad obtenemos el lema siguiente.

Lema 8. Sea ¢ > 0 acotada y medible. Si u;, v;, respectivamente, son soluciones de

%(y) = Aqur(y) + G (y)ue(y) %(y) = Agui(y) + E@)oi(y),

7
con ug > v y ( > &, entonces u; > v;.
En lo siguiente vamos a usar el hecho (que se deriva del lema 8) que si u; es subsolucién
de (10), entonces toda solucién de

0 UVt

¢ W) = Bavi(v) +yu W)uly),  wo=g,

es una subsolucién de (10).
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Sea g; la solucién de

0 ‘
% = A(ygt + rygtftﬁv gdo = ¥,

donde f; estd definido en (7). Debido a que f; es subsolucién de (10), g; es también
una subsolucién de (10).

Proposicén 6. Sea d < /(. Sit — oo, entonces g; crece hacia co uniformemente
en la bola unitaria, es decir,

lim inf g(z) = co.

t—oo x€By

Prueba. De acuerdo a la representaciéon de Feynman-Kac (10),

9:(y) = /w(z)pf,(y - w)lEm[exp /Ot v fo (W) ds

W, = y} dx.
Usando (8) y la desigualdad de Jensen se sigue que, para y € Bji/a,

t/2 /
a0) 2 [ @iy = 0B exp [ s 01y, (W) ds
1

Wy = y] dx

12
> /(p(x) pi(y — ) exp <02/ s~ Pl p, {Ws € By W =y} ds) dx
1

t/2
> c3t™ " exp <C4/ s‘ﬁd/“ds> , (11)
1

donde hemos usado los lemas 6 y 4 para obtener la dltima desigualdad, y donde ¢;,
i =1,2,3,4, son constantes positivas. El resultado se sigue de la condicién d < a/f.
]

9.4 Explosion en dimensiones subcriticas
Teorema 9. Sea d < a/f. Toda solucién positiva no trivial de (10) es no global.

Prueba. Sea ¢ : R? — R acotada, medible y positiva sobre un conjunto de medida
de Lebesgue positiva. En virtud de que w; > ¢, de la proposicién 6 se sigue que

K(t):= i€nj£ wi(x) =00 sl t— o0, (12)
x 1

lo cual es suficiente para garantizar explosién en tiempo finito segin un argumento
debido a Kobayashi, Sirao y Tanaka [17]; ver también [7]. De hecho, poniendo u; :=
Wi, con tg > 0, se sigue que

un(z) = / Py — 2)uo(y) dy + / ds / sy — Dusp) P dy.  (13)

Notando que
¢ := min min1 P, {W, € B} >0,

2€B; 0<s<
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se sigue de (13) que, para todo t € [0, 1],

140
i > (K (to) , ds. 14
minw(x) = CK(to +C/ <§2}£u y)) s (14)

Debido a (12) podemos elegir ¢y tan grande que el tiempo de explosién de la ecuacién

v(t) = (K (tg) + C/o v(s)' 7 ds (15)

sea menor que 1. Entonces tendremos min,ep, ui(x) > v(1) = oo, lo cual prueba la
no globalidad de wy. [

Observacion Mediante una segunda aplicacién de la férmula de Feynman-Kac, en
[7] se demuestra que la subsolucién h; de (10) dada por

Ohy

B = Aohi + 79 he,  ho =,

donde g; es la subsolucién de (10) construida en la seccién anterior, es tal que

inf hy(xr) - 00 cuando t— o0
r€B1

aun si d = «/fB. De esta forma se prueba en [7] que (10) no tiene soluciones positivas
globales no triviales si d < «/.

10. Explosion y estabilidad de una ecuacién semilineal con el generador I’

En la seccién precedente se empleé la férmula de Feynman-Kac (5) para demostrar
que la subsolucién g¢; de (10) crece uniformemente a infinito en la bola unitaria.
Un resultado crucial para la implementacién de (5) son los lemas 6 y 7, los cuales
proporcionan minorantes respectivamente del puente y del semigrupo asociados al
proceso a-estable, y en las que son esenciales la autosimilaridad y la simetria del
proceso a-estable.

En esta dltima seccién describiremos brevemente otra aplicacién de la representacion
de Feynman-Kac, esta vez para investigar exponentes criticos de la ecuacién semilin-

eal

Owy 145

a—t’ =Tw +vt®w, ", wo(z) =p(z), z€Ry, (16)

donde v, ¢, 8 son constantes positivas, ¢ es una funcién no negativa y I' es el operador
pseudodiferencial

o0
e~
0= [ ety - ) v
Y
0
i.e. I' es el generador infinitesimal del proceso gamma estdndar, al cual denotaremos
por X' ={X]I' t>o0}.

Recordemos que el proceso gamma pertenece a una familia especial de procesos
de Lévy llamados subordinadores (ver [6] o [32]), los cuales son procesos de Lévy
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en R no gaussianos puros, cuya medida de Lévy x es tal que k((—00,0)) = 0 y
f(o.1] x k(dz) < oo. En particular las funciones muestrales t — X/ (w) son casi segu-

ramente monGtonas crecientes, y las probabilidades de transicién P[X/ € dy| X! = z]
tienen soporte en [z, 00) para todo = > 0.

En contraste con los procesos a-estables, los subordinadores no son en general
autosimilares o simétricos, ni sus comportamientos dependen de la dimensién espa-
cial. Estas circunstancias dificultan llevar a cabo el método empleado en la seccién
precedente, el cual depende sustancialmente de la simetria y autosimilaridad de las
distribuciones gaussianas y estables. A nuestro favor tenemos que, en el caso especial
del proceso gamma, se conocen explicitamente sus densidades de transicién y ademés
se sabe que sus puentes tienen distribucién beta. Junto con las cotas de [29] para las
medianas de distribuciones beta, esto permite obtener minorantes para el puente del
subordinador gamma y asi derivar condiciones de explosién de (16) de forma anédloga
a como se hizo en la seccién 9 para el caso del generador a-estable; ver [22].

Como ejemplo de los resultados que se derivan de este enfoque, supongamos que la
condicidn inicial ¢ > 0 en (16) es medible y acotada. Entonces toda condicién inicial
que cumpla

az " <op(z), x>z

para algunas constantes positivas xg, ¢y, a1, con a13 < 1+ o, produce una solucién
no global de (16). Por otro lado, si ¢ cumple

o(r) < cpx™™, x> 20,
donde xg, ¢2, ag son nimeros positivos y a2 > 1 + o, entonces la solucién w; de (16)
es global y cumple
0 <wi(z) <Ct™, x>0,

para alguna constante C' > 0. En el caso particular de o = 0 con ¢(z) ~y— 0o cx™®

para algunas constantes ¢ > 0 y a > 0, resulta explosiéon en tiempo finito de w;
siempre que af < 1, mientras que si a8 > 1, (16) admite soluciones globales. Por
tanto, si ¢ = 0 y para algtin € > 0,

lim inf 2790 (2) > 0,

Tr— 00

la solucién de (16) explota en tiempo finito, mientras que si

lim inf 25+ % () = 0,

T—00

la solucién de (16) es global. Estos y otros resultados concernientes a la explosién de
(16) se prueban en [22].
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