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Este trabajo considera los aspectos computacionales de la aplicacién del método de
elemento finito para la solucién de un problema eliptico bidimensional con condiciones
de frontera mixtas. Ademds se muestra como estas ideas se pueden aplicar para la
aproximacién numérica de campos de viento, aunque las posibilidades de aplicacién son
variadas pues problemas elipticos de este tipo intervienen en la solucién de problemas
mas complicados tales como las ecuaciones de difusién, de Stokes y de Navier-Stokes,
por citar algunos.

The matter of this work are some computational aspects of the application of finite
element method to the numerical solution of a 2D elliptic problem with elementary
mixed boundary conditions. Additionally it is showed how this ideas are applied to
interpolate wind vector field, but there is a wide range of application where this elliptic
problem appears, such as in the numerical solution of diffusion equation, Stokes and
Navier-Stokes equations.
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1. Introduccién

Este trabajo considera los aspectos computacionales de la aplicacién del método de
elemento finito para la solucién numérica de un problema eliptico con condiciones de
frontera mixtas de la forma

—vAu+au=f,enwCR? (1)
u = gg sobre 7, (2)
g—z = g1 sobre 71, (3)
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Figura 1. Un dominio w rectangular.

donde w es un rectdngulo abierto cuya frontera v = dw es la unién disjunta de vy y
~1. Ver figura 1. Asimismo, se aplican estas ideas para aproximar campos de viento.

El problema eliptico que se considera es ademas, parte medular en la soluciéon
de problemas mé&s complicados tales como las ecuaciones de difusién, de Stokes y
de Navier-Stokes y como se mostrara en un articulo en preparacién, en la solucién
numérica de problemas tipo Stefan. Este trabajo estd organizado de la siguiente
manera: primeramente se plantea la formulacion variacional del problema eliptico
(1)-(3), asocidandole una version discreta que corresponde al método de elemento
finito, la cual es equivalente a un sistema de ecuaciones lineales cuya matriz A es
rala, simétrica y definida positiva. Finalmente se describe una manera de calcular y
almacenar A. De A se almacenan los elementos diferentes de cero y solo algunos de
los ceros de A. Se usa para esto un arreglo lineal. Se lleva a cabo la factorizacion
de Choleski de A y con esta se resuelve el sistema lineal. Para concluir se plantea la
aplicacién para la generacién de campos de viento bidimensionales a partir de datos
discretos. Lo que se expondra en el articulo en preparacién sobre problema de Stefan
mostrard otra linea de aplicacién.

2. Formulacién Variacional

Se estd interesado en resolver el problema eliptico (1)-(3) utilizando el método de
elemento finito. Para hacer esto es necesario primero obtener lo que se denomina
la formulacién variacional del problema. Esto implica utilizar ciertos espacios de
funciones, los espacios de Sobolev, algunos de los cuales son espacios de Hilbert.
Definimos estos espacios enseguida. Note que aqui w no estd restringido a ser un
rectangulo.

Definicion.-Sea w C R™ un abierto con frontera v y sea p € R con 1 < p < co. El
espacio de Sobolev W1?(w) se define por

WH(w) = {u € L’(w) | 3g1, .., gn € LF(w) tal que

dp .
=~ [ g, (W), Vi=1,.,m¢.
/Quaxi /Qggo Vo € C°(w), Vi n}

Se introduce notacién para un caso especial:

HY(w) = WH?(w) v Hj(w)={ve H"|v=0sobrey}.

Para u € WP (w) se denota

Ju ou ou
oz, =g y Vu = (33:1"""836”) = grad u.
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Figura 2. Un dominio w no trivial.

El espacio WP (w) estd dotado de la norma

"L Ou
lullwrrw) = lullpw) + [l 21008
i O

en donde

1/p
|l = [ 1 |P] :

o también de la norma equivalente
n 1/17
ou
(”“' b+ 2 ”(‘mVLI’(w)) :
i=1

El espacio H'(w) estd dotado del producto escalar

n 8U 81}
(V) gy = (U, 0) 2y + Z (3% 5%) ')
P L2 (w)
la norma asociada

n 1/2
ou

ull iy = (IIUII%%) +y II%II%W) ~
i=1 L

En [7], capitulos VIII y IX, pueden encontrarse pruebas para las siguientes afirma-
ciones relativas a los espacios de Sobolev:

Proposicion.-El espacio H!(w) es un espacio de Hilbert separable.

Definicion.-Sea 1 < p < co; Wy (w) designa el cierre de C!(w) en W'?(w). Se
denota

HY(w) = Wy (w) = {ve H"|v=0sobre y}.

H}(w) es un espacio de Hilbert con el producto escalar en H!.

Considérese entonces el problema eliptico (1)-(3) con f € C(w) y w abierto acotado
como se ilustra en la figura 2. Una solucién clasica de este problema es una funcién
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u € C?(w) N C(wW) que verifica las ecuaciones (1)-(3). Sin embargo, desde el punto
de vista de la aproximacién numérica es mucho pedir que u se encuentre en C?(w).
Por otro lado, puede resultar que f no necesariamente sea continua o que f sea una
funcién generalizada como la delta de Dirac para las cuales no necesariamente existe
solucién clésica. Esto motiva que en lugar de resolver el problema (1)-(3) se defina

V ={veH" (w):v= g sobre o}

W ={veH"(w):v=0sobre v},

y entonces se resuelva el problema: Encontrar u € V' tal que

1// Vu - Vodzdy + a/uvdxdy = /f vdxdy +/ g1 vdy, Yv e W (4)
w ¢ w o1

w

A (4) se le conoce como la formulacién débil de (1)-(3) y una funcién u que satisface
(4) se llama una solucién débil de (1)-(2). Obsérvese que se resuelve un problema
integral en lugar de un problema diferencial.

Si f € L?(w), se aplica entonces el teorema de Stampachia (ver [7], pp. 176) con
H = H'(w) y se concluye que existe una tinica solucién (4) y que

u{)réi‘l/l{;(y/w|Vv2+a/wv22/wfv2/ﬁglv)}.ﬂ (5)

A la ecuacién (5) se le conoce como la formulacién variacional de (1)-(3).

Asi que existe una unica solucién débil para el problema (1)-(3) y se tiene que si f
¥y go y g1 son suficientemente suaves (continuas, por ejemplo), entonces la solucién
débil también es la solucién clésica.

3. Espacios de elemento finito

En esta seccién nos restringiremos al caso de que w sea un rectangulo como el descrito
en la introduccién. Una vez obtenida la formulacién variacional para el problema
eliptico, para obtener una aproximacion por elemento finito es necesario tomar espa-
cios V;, y W}, de dimensién finita contenidos en los espacios V' y W que intervienen
en la formulacién variacional. Un espacio V}, se forma de la siguiente manera:

EF1.-Se hace una discretizaciéon del dominio w por medio de tridangulos K satisfa-
ciendo (ver figura 3)

1) w = UK.

o]

2) K;NK; = ¢ para i # j. (K= interior de K).

3) Si K; y K; son adyacentes dos de sus vértices deben coincidir, es decir, no se
permite que un vértice de K; sea punto interior de una arista de K.
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Figura 3. Una discretizacion de w.

Figura 4. Funcién base local v!".

EF2.-Se define un espacio V}, y los elementos que serdn base para tal espacio. Con la
triangulacién anterior de w la cual se denota por 7, se asocian la siguiente definicién
y los siguientes espacios de dimension finita:

Definicion.-Si K € 75, entonces se define a h como el didmetro del tridngulo K,
esto es, la longitud del lado mas largo de K. Igualmente se define p; como el didmetro
del circulo inscrito en K. Se define

h = maxhg.
Ker,

Definicion.-Para K € 7, y w C R? se define
P (K) ={p: K =R [p(z,y) = a+bx + cy},
Hy(w) ={veCw):v|ge P(K), VK € 1},
Vi(w) = {v € Hy(w) : up, = go sobre Yo},
Wh(w) = {v € Hy(w) : v(n;) =0, Vn; € v}

La base de H}, son las funciones v/ que estdn en Hj, y que toman los siguientes valores:

vl (n) = i

para n; un vértice o nodo de la triangulacién 7. Si se etiquetan los vértices de 1 a N,
entonces la base de Hy, consta de tantos elementos como nodos tenga la triangulacion.
La base de W), se obtiene al quitar de la base de H}, las funciones v,fL asociadas con los
nodos que pertenecen a 7p. Es facil ver que las v son linealmente independientes y
que cualquier funcién u € Hj, se puede escribir como una combinacion lineal de ellas,
h

J\g' . .7
esto es, {vf}izl es una base para Hy. En la figura 4 se ilustra una funcién base v
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Al espacio Hj que se forma con los pasos anteriores se le llama un espacio de
elemento finito. Una vez hecho lo anterior se sustituye Vj, por V.y Wj por W en la
formulacién variacional (4) para obtener el problema discreto asociado:

(6)

Encontrar uy, € Vj, tal que
a(uh;vh) =< fv Up >, V'Uh S Wha

donde

a(up,vp) :1// Vuh-Vvh—i—a/ upv,
Q Q

< f,vn >:/fvh,+/ gropdry.
Q 71

Asumiendo que {v’f, ol vﬁ_H, - v?\,} es la base para H, y {v’f, . vf}} es la base para
W), se tiene que si u = (u1,..,un) es el vector de aproximacién para la solucién u:

U; = uh,(nj), ] = 1, ..... ,N.

para n; el nodo j de la discretizacién de w entonces u; = go(n;) para j =n+1,..N,
N
up, = Zujv;-L ,
j=1

y que las u; deben satisfacer

n N
Zuja(vf‘,v?) =< f,ol > — Z uja(vf",vf) ,i=1,...,n, (7)
j=1 j=n+1
0 equivalentemente
Au = b, (8)

— (o) _ h N bk ; P
donde a;; = a(vy,v]) y bi =< f,v} > =37, ., uja(vi,v}). Lamatriz A es simétrica
y positiva definida, por lo cual el vector solucién w existe y es tnico, asi que la
aproximacién uy, a la solucién u existe y es tnica. Para el calculo de los elementos de
la matriz A se hace uso de la propiedad de aditividad de la integral y de la forma en

que se discretizé el dominio w:

ajj = E / (vVol - Vv? + owf’v;?).
Ken, 'K

Noétese que a;; = 0 si el nodo nj no es vértice de algin tridngulo del que n; sea vértice.
En la seccién 4 se describen con més detalle los calculos para obtener la discretizacion
del dominio w, la matriz A y el vector b. .
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" 13 14 15 16 o
1o o, 19 1, 12 -
18 5 6 7 8 2
17 1 2 3 4 21

24 14 16 18 30

23 13 15 17 29
22 8 10 12 28

21 7 9 1 27
20 2 4 6 26,

19 1 3 5 25

Figura 6. Etiquetacién de tridngulos.

4. Detalles computacionales

Con las ideas anteriores se desarrollé un programa en Fortran 95 llamado ELIGOG1SKY,
el cual incluye los detalles que se mencionan en esta seccién . En primer lugar se mues-
tra cémo se calcularon la matriz A y el vector b de (8). El cdlculo eficiente de A tiene
que ver con la discretizacion de w, o mejor dicho, con la forma de etiquetar cada
nodo y con la forma de identificar cada tridngulo o elemento de la discretizacion;
esto implica etiquetar cada tridngulo y saber que nodos lo forman. A continuacién
se describe como se etiquetaron nodos y tridngulos para este trabajo. Las mallas
utilizadas son como las que se muestran en las figuras 5 y 6, en las que se muestran
la etiquetacion de nodos y tridngulos, las cuales siguen las siguientes reglas:

R1.- Se numeran primero los nodos que no pertenecen a . La numeracion de
estos nodos, que llamaremos interiores, avanza de izquierda a derecha y de abajo
hacia arriba. Luego se numeran los nodos de g, a los que llamaremos nodos Dirichlet,
yendo de abajo hacia arriba.

R2.- Se numeran primero los tridngulos que no tienen vértices en ~y. La regla para
la numeracién de estos triangulos, que llamaremos interiores se deduce al observar
la numeraciéon mostrada en la figura 6. Luego se continia con los tridangulos que
llamaremos Dirichlet, que son los que tienen algin vértice en . Se recorren de
abajo hacia arriba.

Una vez definida la forma de la malla debe asociarse con cada triangulo los nodos
que lo definen identificindolos localmente como 1, 2 y 3. Para los dos tipos de
tridngulo que intervienen, los nodos locales estan situados como se muestra en la
figura 7.

Entonces, para tener bien definido cada tridngulo de la discretizacion debe conocerse
la relacién entre nodos locales y nodos globales. Por ejemplo, para el tridngulo 9 en
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a) b)

Figura 7. Etiquetacion de nodos locales.

la figura 6 se tiene

nodo local 1 = nodo global 6,
nodo local 2 = nodo global 7,
nodo local 3 = nodo global 11,

La etiquetacién de triangulos y nodos globales, asi como el célculo de las coorde-
nadas de los nodos globales, relacién de nodos globales con locales para cada tridngulo
y nodos frontera se hace automaticamente, solamente especificando el nimero de
tridngulos en la base NTB y el nimero de tridangulos en la altura NTH del dominio.
En el apéndice, algoritmo 1, mostramos el cédigo en Fortran 95 que establece la
relacién entre nodos locales y globales, la cual se guarda en el arreglo NODO:

Caélculo de A.

Veamos cémo ayuda esto al calculo de A. Ya se defini6 en la seccién 3 la base
{Ui}f[ para Hy, la cual satisface

vi(n;) = dij,

donde n; representa al nodo j de la triangulacién 7, para w, y se considera que

vi |[k= ai, + bz + cpy,

para cada K € 7,. Se sabe que las funciones base locales se pueden definir en términos
de las coordenadas de los nodos que definen K. Se sabe también que

a;; = ag(v;,vj) = Z ak (vi,v;) = Z /K(avq;vj + vV - Vj)de.

Kem, Ker,

Entonces los célculos se hacen elemento por elemento y se acumulan al respectivo a;;.
Por ejemplo, al hacer los calculos sobre el tridangulo 9, sélo contribuira a

Q6,6 ag7 ae,11
a7.6 ar7 ar711
aile Ay Aa11,11

Pero puesto que la forma bilineal aq(-,-) es simétrica, solo es necesario calcular la

participacién para

a6,6
a7.6 ar7
aile Al A11,11
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Figura 8. Elemento maestro Ke. Falta

Es decir, se calcula solo la parte inferior de la matriz A. Un detalle importante es que
la matriz A es rala y bandeada (depende de la etiquetacién de nodos), asi que para
su almacenamiento y procesamiento se utiliza lo que se conoce como almacenamiento
"sky line 7 (ver [17]) cuya idea bésica es almacenar de cada renglén solo desde el
primer elemento diferente de cero hasta la diagonal. Cada una de estas partes se
almacena en un arreglo lineal conforme al orden de los renglones. Esto implica el
uso de un apuntador PP, tal que PP(i) indica la posicién del arreglo lineal en que se
guarda al alemento A(4,4). La factorizacién de Cholesky se hace utilizando la banda
y el almacenamiento lineal de A. La estructura de A, es decir, el apuntador PP se
calcula con el algoritmo 2 que se muestra en el apéndice.

Hasta aqui solo se ha definido la estructura para A. Falta calcular los valores
numricos a;; que van en cada una de sus entradas. Para cada a;;, deben calcularse
integrales de la forma f x(vivj)dx e integrales de la forma f i VUi - Vujdz, donde K es
cada uno de los elementos de la triangulacién. Para el calculo de || i (iv;)dx se usa
un elemento maestro K¢ en donde hacer los célculos. Este se muestra en la figura 8.

La transformacion afin involucrada aqui es la definida por

() =m(5)+ () ®

T2 —&1 T3 — T
Y2—Y1 Ys— W
Obsrvese que el vértice (0,0) del elemento maestro se transforma en el nodo local 1,
el vértice (1,0) del elemento maestro se transforma en el nodo local 2 y el vértice
(0,1) del elemento maestro se transforma en el nodo local 3.

donde Tx = < ) y (;,y;) son las coordenadas del nodo local i.

Las funciones base locales en K, en términos de las coordenadas de los nodos
locales son

1

U{((ﬂ%y) = m [x2ys — y2x3 + (Y2 — y3)x + (T3 — 2)Y]
1

Ué((ﬂ%y) = m [z3y1 — yzz1 + (y3 — y1)z + (1 — 23)Y] (10)
1

vf(x,y) = m [Z1y2 — y1z2 + (Y1 — y2)z + (T2 — 21)Y] (11)

y las funciones base locales en K¢ son
vie,n)=1—-e—n
vy(en) =¢
vs(e,m) =1
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y se tiene que

/K(vi}"vj-()dm = /K(va;) |det(Tk)| dedn =

e e |det(Tx)| 2 sit=17]
— |det(T)| /Ke(vivj)dadn - = { L
Si préviamente se han calculado los gradientes de las funciones base locales de cada
tridngulo y las dreas de los tridngulos, lo cual se puede hacer a partir de (10), asf
como el valor absoluto del determinante de las transformaciones Tk, que se puede
obtener como 2 x Area(K), se tiene el resultado de la integral anterior y ademds el
de [, Vv; - Vu;dz, pues su valor es (Vv; - Vu;)Area(K). Por lo cual solo es necesario
acumular el resultado en la posicion adecuada del vector donde se guarda la matriz
A. Esto se hace con el algoritmo 3 del apéndice, en el cual también se ha incluido la
participacién del tridngulo K a la dltima sumatoria del lado derecho en (7), es decir,
se ha calculado parte del vector b, que aqui se ha llamado VINTFV.

Factorizacion de A.

Para la factorizacién de Choleski de A se supone que la factorizacién es A = LLT
y lo que debe tomarse en cuenta es que si los primeros s elementos del renglén i de
A son cero entonces los primeros s elementos del renglén i de L también seran cero.
Esto implica que la matriz L se puede almacenar en el mismo arreglo que A y con
el mismo apuntador PP. Ademas, debido a la forma de almacenamiento de A, debe
usarse un algoritmo para Choleski que calcule L renglén por renglon.

Calculo de [, fvidz, para cada i =1,...,n.

Otra contribucién para el lado derecho b son las integrales fQ fvidx, para el cilculo
de las cuales se considera que f es una funcion definida en cada nodo de la triangu-
lacién de w. Entonces se puede escribir

N
F=>_fiv,
j=1

donde f; representa el valor de f en el nodo j: f; = f(n;). Asi que

N N
/val-dx = /Q <J_Zl fjvj> vidr = ;fj /Q Vv, de.

Puede entonces escribirse el vector

Jo forda f1 Jqvivide + fo [ vivede + ... + fv Jq vivnde

Jo fondz f1 Jounvide + fo [ onveda + ... + Iy [ unonde
12)

el cual es otra contribucién a VINTF. Luego utilizando otra vez la aditividad de la
integral sobre el dominio de integracién y puesto que para cada elemento o tridngulo
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K de la discretizacion existen tres funciones base locales v se debe calcular

/ levfdx,
K

paral =1,2,3, p =1,2,3y para cada triangulo K. Los indices [ y p denotan funciones
base locales o nodos locales por lo cual [ y p tienen asociados sus respectivos nodos
globales o funciones base globales. Sean 7, j los nodos globales asociados con los
indices [ y p, respectivamente. Entonces el valor

fi / lev;(dx,

se acumula a la componente j del vector en (12) y el valor

K, K
fj/ v v, d,
K

se acumula a la componente i del vector en (12). De acuerdo a estas férmulas, el
vector b se va ensamblando simultdneamente con el cdlculo de la matriz A, teniéndo
en cuenta que el vector b tiene solo n componentes.

La ultima participacion para b son las integrales de la forma

/ gropdry.
71

Las cuales son integrales de linea y se pueden calcular numéricamente.

Debe notarse que aunque los dominios considerados en este trabajo son rectangu-
lares, y las mallas son estructuradas, lo cual obedece a que estos se pueden generar
automaticamente sin muchas complicaciones, los demas detalles no tienen esta limi-
tante, es decir, funcionarian para una malla no estructurada sobre un dominio irreg-
ular. La aplicacién al problema de Stefan, en preparacién, aclarara mas este punto.

5. Generaciéon de campos de viento

Dado un campo de velocidades u? en un dominio w C R?, ver figura 9,obtenido por
interpolacion de un conjunto de valores discretos proporcionado por medio de una
red meteorologica deseamos encontrar un campo ajustado u tan cercano como sea
posible al campo inicial ©° en algtin sentido, y que satisfaga

Definiendo los espacios
Lg(u}) = LQ((A}) X Lg(w).
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My

> X

Figura 9. Dominio w para campo de viento.

H(div;w) ={v € La(w) : V-v € La(w)}
V={ve H{div;Q) :V-u=0yv-n=0sobre 'y}
y usando la métrica

lullsq = (/uTsudx)%, Vuev

asociada al producto interior

(u,v)s5.0 = / u! Svdz,Yu,v € V
Q

donde S es una matriz simétrica y definida positiva, entonces el problema se puede
formular como

o 0L
U—Ivrél‘l/ln’l) ullsa

O~

. | 012
w=min J(v) = min gflv — u’ll5q

Puede probarse (ver [12]) que la u buscada satisface
S(u—u’) =V,

para A en H'(w), \=0en I'p, yaque V+ ={Vq:q€ H (w), g=0en I'p}. Asi
que u y A satisfacen

Su—VA=5u’ en w,

A =0 sobre I'p,

u -1 = 0 sobre I'y,

V-u=0en w.
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A partir de esto puede formularse el siguiente problema eliptico para A :

V- (S7IVAN) =V -uenw
A =0 sobre I'p (13)
—S7IVA-f =u" - A sobre I'y

La formulacién variacional para este problema resulta ser: Encontrar A € Hp(w) =
{q € H'(w):qg=0en FD} tal que

/S‘1V)\ -Vqdx = — / u’-Vqdz, Vg € Hp(w) (14)

Se sabe que (13) y (14) tienen solucién tnica si I'p tiene medida mayor a cero. En
consecuencia, u estd determinada de manera tnica via la ecuacién

u=u’+ SV (15)

A partir del programa para resolver (2)-(3), se desarrollé un programa para resolver
(14), dada la similitud entre los dos problemas. Note que basta con numerar nodos
y tridngulos como se muestra en las figuras 10 y 11, cambiando solo el nimero de
nodos interiores n, tomar a = 0 y v = 1, tomar en cuenta el efecto de S en el célculo
de A, y calcular el lado derecho. En este caso g es I'p v 71 es I'y. Los elementos de
la matriz A son
a;; = Z (Vo - (STIVO) 4+ awf]),
Kem, K

aunque en realidad la expresiéon es més simple pues como ya se dijo, a =0y v =1,
mientras que los elementos de b estan dados por

bz /U szdx_ Z )‘a’ Zh’ ;L)

j=n+1

los cuales se pueden calcular facilmente ya que la sumatoria es cero y considerando a
cada componente de u° en cada tridngulo K como combinacién lineal de las funciones
base locales: para cada funcién base local vlh con !l =1,2,3 se calcula

3

ov 3 5‘1} 81}
E{Um/f} Z}+§{u8d/g l lg{ld/vd}
0 Jy
d=1 d=1
81}[ o/ h
+— U v,
By E_{ 2d |V

31} Area
-+ Z U1q

81} Area
+5 Zuzd

d=1
pues

/va = / (vg) |det(Tx)| dedn =

det(Tk)| Area(K)
= |det(Tx) |/ vgdedn l G = T
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2 13 14 15 16 o
. o il Al N
s 5 6 7 8 -
7 1 2 3 g 2

Figura 10. Etiquetaciéon de nodos problema de viento.
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23 ..... 13.... 245 2 17.. 29
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20 ~ 2 4 6 26

19 1 3 5|7 25

Figura 11. Etiquetacién de tridngulos problema de viento.

y se acumula a b;, donde 7 es el nimero de nodo global asociado con el nodo local .

Se tomé u=(x,-y) como campo de prueba y se ejecut el programa tomando
2
u® = (z,0), con w = (1,2)x(0,1). Se considera S = '5(;1 592 ) En las figuras
2
12 y 13 se muestran las curvas de nivel y la gréfica de la solucién aproximada de A,

respectivamente. La solucién aproximada se obtuvo con h = 1/80, es decir, con una
5

malla de 80 x 80 y con ¢ = ? — 106,

A partir de esta aproximaciéon para A se obtiene el campo ajustado w utilizando
la ecuacién (15). En la figura 14 se muestra el campo ajustado (a partir de la
primera componente). Para este campo se calculd, en cada punto de la malla, de
manera aproximada, la divergencia, obteniéndose un valor maximo del orden de 1076,
resultado aceptable si se toma en cuenta que el campo exacto tiene divergencia cero.
En la figura 15 se muestra la diferencia entre el campo exacto y el ajustado, resaltando
de esta figura la discrepancia en las fronteras izquierda y derecha, la cual se debe a
la condicin de fronbtera impuesta sobre A.
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solucion aproximada
1 T T T T T
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Figura 12. Curvas de nivel para la solucién aproximada de .

solucion aproximada

x10°

Figura 13. Solucién aproximada para .
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Figura 14. Solucién aproximada para el campo u.
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Figura 15. Diferencia entre el campo exacto y el campo ajustado.
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Apéndice

A. Algoritmo 1:

Listado 1. Para calcular las coordenadas de los nodos, numerarlos local y globalmente, es-
tableciendo la relacién entre nodos locales con globales.

Entrada:

ntb : namero de tridngulos en la base.

nth : numero de triangulos en la altura.

xa : primera coordenada del vértice inferior izquierdo de
omega.

ya : segunda coordenada del vértice inferior izquierdo de
omega .

ha,hb : separaciéon de los nodos en la base y en la altura de
omega.

Salida:

coor(i,j) : la coordenada i del nodo j.

nodo(i,j) : nodo global al que corresponde el nodo i del

tridngulo j.

Inicio instrucciones:
! se calculan las coordenadas de los nodos:
! interiores y mewman

do i=0,nth
do j=1,ntb—1
coor (1,((ntb—1)xi + j))=xa + j*hb
coor (2,((ntb—1)xi + j))=ya + ixha
end do
end do

! frontera dirichlet
do i=1,nth+1

coor (1,(ntb—1)*(nth+1) + i)=xa

coor (2,(ntb—1)%(nth+1) + i)=ya + (i—1)*ha
end do

do i=1,nth+1
coor (1,ntbx(nth+1) + i)=xa + ntbxhb
coor (2,ntb*(nth+1) + i)=ya + (i—1)xha
end do

! se establece la relacion entre nodos locales con nodos globales.
! triangulos interiores:

do i=0,nth-1
indt=2%(ntb —2)xi
do j=1,ntb-2
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numt=indt + 2xj
indn=numt/2 + i
nodo (1 ,numt—1)=indn
nodo (2 ,numt—1)=indn+1
nodo (3 ,numt—1)=indn+ntb
nodo (1 ,numt)=indn
nodo (2 ,numt)=indn+ntb
nodo (3 ,numt)=indn4ntb—1
end do
end do

! triangulos frontera iquierda:

indt=2%(ntb —2)xnth
indn=(ntb —1)*(nth+1)
do i=1,nth
numt=indt + 2xi
nodo (1,numt—1)=indn + i
nodo (2 ,numt—1)=(i —1)*(ntb—1) + 1
nodo (3 ,numt—1)=ix(nth—-1) + 1
nodo (1 ,numt)=indn + i
nodo (2 ,numt)=1ix*(nth—1) + 1
nodo (3 ,numt)=indn + i + 1
end do

! triangulos frontera derecha:

indt=2%(ntb —1)xnth

indn=ntbx(nth+1)

do i=1,nth
numt=indt + 2xi
nodo (1 ,numt—1)=(ntb—1)x*i
nodo (2 ,numt—1)=indn + i
nodo (3 ,numt—1)=indn + i + 1
nodo (1 ,numt)=(ntb—1)xi
nodo (2 ,numt)=indn + i + 1
nodo (3 ,numt)=(ntb —1)*(i+41)

end do

fin del algoritmo 1.

B. Algoritmo 2

Listado 2. Para calcular el apuntador de A, o lo que es lo mismo, definir la estructura de A.

Entrada:
npi : numero de nodos interiores.
ntriai : numero de tridngulos interiores.
nodo(i,j) : nodo global al que corresponde el nodo i del
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tridngulo j.

Salida:
pp(i) posicién de arreglo

A(i,i).

lineal en la que esta

Inicio instrucciones:

do i=0,npi
pp(i)=0

end do

pp(1)=1

do l=1,ntriai

nol=nodop(1,1)

no2=nodop (2,1)

no3=nodop (3,1)

nl=min(nol,no2,no3)

n3=max(nol,no2,no3)

if((nol ne.nl).and.(nol.ne.n3)) n2=nol

f((no2.ne.nl).and.(no2.ne.n3)) n2=no2

if ((no3.ne.nl).and.(no3.ne.n3)) n2=no3
(

)
)
2)=max (pp (n
p(n

2),n2-—nl+1)
pp(n3)=max(pp(n3) ,n3—nl+1)
end do
do i=1,npi
pp(i) = pp(i) + pp(i—-1)
end do

fin del algoritmo 2.

C. Algoritmo 3:

Listado 3. Para calcular y almacenar la matriz A. Se almacena en un arreglo lineal
Entrada:

npi nimero de puntos interiores.

ntria nimero de tridangulos.

nodo(i,j) nodo global al que corresponde el nodo i
del tridngulo j.

derux(i,j) derivada con respecto a x de la funcién base
local i del tridangulo j.

deruy (i,j) derivada con respecto a y de la funcién
base local i del triangulo j.

PP apuntador de A.

dcl valor de alfa en la ecuacidon eliptica.

dc2 valor de nu en la ecuacién eliptica.

darea (1) area del tridngulo i.

Salida:

dap (i) las componentes de la matriz A de acuerdo

REVISTA DE CIENCIAS BAsicas UJAT, 6(2)Diciembre 2007 p 47-68



66 Jorge Lépez Lopez, Daniel Chablé Hernandez y L. Héctor Judrez Valencia

al apuntador pp.
vintfv (i) : participacién de los nodos frontera al lado
derecho

Inicio instrucciones:

do it=I1,ntria
do i=1,3
ind=nodop (i, it)
dxg=derpx (i, it)
dyg=derpy (i, it)
do j=1,3
jn=nodop(j,it)
if (jn.le.ind) then
if ((jn.le.npi).and.(ind.le.npi) ) then
dt2=derpx (j, it )xdxg+derpy (j,it)*xdyg
dt1=1./6.
if (jn.ne.ind) dt1=0.5xdt1
ip=pp(ind)—(ind—jn)
dap (ip)=dap(ip)+(dcl*dtl4+dc2+dt2)«darea(it)
else
if ( (jn.le.npi).and.(ind.gt.npi)) then
dt2=derpx(j,it)xdxgt+derpy(j,it)*dyg
dt1=1./12.
vintfv (jn)=vintfv (jn)—(dclxdtl+dc2*xdt2)*&
darea (it )xevgxy (dcoor (1,ind),dcoor(2,ind))
end if
end if
end do
end do
end do

fin del algoritmo 3.

D. Algoritmo 4

Listado 4. Para encontrar la factorizacién de Cholesky de A. Se almacena en el mismo arreglo
lineal que contenia a A.

Entrada:

dafac (i) : las componentes de la matriz A de acuerdo
al apuntador pp.

npa : apuntador de A.

nn : numero de puntos interiores o de
renglones de A.

Salida:

dafac(i) : las componentes de la factorizacién de A

de acuerdo al apuntador pp.
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Inicio instrucciones:

dafac(l)=dsqrt(dafac (1))
12=npa (1)
do nod=2,nn

dxii=0.d0

11=12+1

12=npa(nod)

12j=11—-124nod—1

do ij=11,12-1
j=ij —124mnod
11j=12j+1
12j=npa(j)
jid=12-12j —nod+j
dsum1=0.d0
do kj=max(11j ,11-jid),12j -1

dsuml=dsuml+dafac(kj) * dafac(kj+jid)

end do
dafac(ij)=(dafac(ij)—dsuml)/dafac(12j)
dxii=dxii+dafac(ij)xdafac(ij)

end do

dafac (12)=dsqrt (dafac (12)—dxii)

end do
Fin del algoritmo 4.
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