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Abstract

Un problema de lineas de espera controladas a tiempo discreto, con espacio finito de
estados y con espacio finito de acciones se aproxima por medio de aproximaciones
sucesivas. El método de programacién dindmica nos proporciona la solucién a los
problemas de cadenas de decisién de Markov a tiempo discreto y con espacio finito de
estados. En particular, sea el criterio de costo descontado total esperado para resolver
el problema de interés por medio de programacién dindmica utilizando iteracién de
valores y haciendo uso de la herramienta de excel para realizar los calculos.

A problem of waiting lines controlled to discrete time, with finite state space and
finite action space is approximated by successive approximations. The dynamic pro-
gramming method provides the solution to the problems of Markov chains decision
to discrete time and finite state space. In particular, it is deal with the criteria of
total discounted cost expected, to solve the problem of interest by using dynamic
programming interection of values and using excel tool to perform calculations.

Keywords: Programacion dindmica, cadenas de decision de Markov, costo descontado
total esperado.
dynamic programming, Markov chains decision, total discounted cost expected

1. Introduccién

En este articulo se presenta una problema de lineas de espera controladas, el cual se
modela y se resuelve como un proceso de decisién de Markov (PDM).

Una linea de espera o cola se forma en sistemas que ofrecen servicios con cierta
capacidad de atencién, al llegar los clientes si el servidor no estd disponible, y el
cliente decide esperar, se forma dicha cola.

Un proceso de decisién de Markov o problema de control estocéstico, consiste de
un modelo mediante el cual se representa la dinamica de un sistema cuya evolucion
es aleatoria, pero que su comportamiento puede ser influenciado de tal forma que se
logren obtener ciertas metas. Este modelo estd conformado por estados, acciones,
costos y probabilidades de transicién. Las politicas de control son reglas bajo las
cuales se eligen los controles (acciones) aplicados para cualquier futura eventualidad.
Asi, un PDM consiste, ademads, del modelo de decisién markoviano, de un indice de
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funcionamiento (o criterio de optimalidad) mediante el cual se mide la respuesta del
sistema a los controles aplicados. Asi que, el objetivo de un problema de decisién
markoviano es encontrar politicas que minimicen al indice de funcionamiento.

La solucién del modelo se presenta por programacién dindmica.

En la segunda seccidon de preliminares se presenta la teoria basica de lineas de
espera, en la tercera seccidn se presenta la teoria de PDM. Finalmente en la seccién
4 se resuelve un problema.

2. PRELIMINARES

La estructura matematica que se considera se conoce como: Cadena de decisién de
Markov o Proceso de control estocastico a tiempo discreto. Esta construccion
es Util para estudiar el control de fenémenos estocésticos a tiempo discreto (ver[5]).
Un modelo de control estocéstico a tiempo discreto con espacio de estados numerables
es una quintupla (X, A, {A(z)|x € X},p,c), que consta del espacio de estados finito
X, el espacio de acciones finito A, un subconjunto de acciones admisibles A(x) para
cada estado € X, una ley de transicién p,,(a) entre los estados y la funcién de
costos medible ¢. Para cualquier politica m € II y estado inicial z € X, se define
el siguiente indice de funcionamiento de horizonte finito conocido también como
criterio de optimalidad el cual es de utilidad para plantear el problema de control
estocdstico, este criterio proporciona una medida del rendimiento de cada politica de
control aplicada, (ver [5]). El cual se define de la siguiente manera:

n—1

Jon(m ) :=E] Zatct(a@t, ap) + a"c(x,) |, (1)
=0

z € X, llamado el costo descontado total esperado, donde o € (0,1) es factor de
descuento.

Entonces, el problema de control es encontrar una politica 7* tal que:

J;n(m) = Jun(m",x) = II}C_I%II Jon (T, ). (2)

A la ecuacién (2) se le conoce como funcidn de valor dptimo y a la politica 7* se le
llama politica dptima.

JX . (x) satisface la siguiente ecuacién

Jr o (z) = min { c(z,a) + wy(@) I, ,
o) = g, o)+ Dpafa )

llamada ecuacion de programacion dindmica.

Suponemos que el minimo en dicha ecuacion se alcanza en una politica estacionaria
optima a*, es decir,

Toa(@) = c(@,a”) +a ) poy(a®)J5,.(y).
yeX
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Para obtener la solucién de la ecuaciéon de programacion dindmica se utiliza el
método de iteracion de valores.

Josl@) = min {cl.a) -+ a;pzyw&mm

3. Procesos de Decision de Markov

La teoria basica para solucionar este tipo de problemas de control estocastico a tiempo
discreto es la programacion dindmica estocastica. De manera general se puede de-
cir que el enfoque de la programacién dinamica para la soluciéon del problema de
control estocdstico, con horizonte finito n, consiste en descomponer el problema de
optimizacion de n periodos en n problemas de optimizacién de una etapa, es decir,
el problema se reduce a encontrar una sucesion, {a;f};"z_ol, de reglas de decisién con
la caracteristica de que cada af haga minimo el costo descontado total esperado al
tiempo t.

PROPOSICION: Sea {q(a)}aca una distribucién de probabilidad en el conjunto
finito A(# ). Sea @ : A — (—00,00) una funcién. Entonces,

1. ZagA q(a)u(a) > mineea{u(a)},

2. la igualdad ocurre si y sélo si la distribucién de probabilidad estd concentrada sobre
el subconjunto B, («,n)

B = {b € Aju(b) = min{a(a)}}.

Prueba. Por demostrar la primera parte de la proposicién:

" g(a)i(a) > minfa(a)}.

€A
acA “

La distribucién estd concentrada en B := B, (a,n) sig(a) = 0 paraa ¢ B. Suponemos
que minge4{@(a)} = w < co. Entonces,
t(a) > w,
= Y dl@a(a) 2wy gla) =w,
a a

i.e.

> ala)u(a) = min{a(a)}.

Para demostrar la segunda parte de la proposicién se debe probar que la distribucién
de probabilidad esta concentrada en B si y sélo si la igualdad ocurre. La minimizacién
es sobre un conjunto finito B no vacio.

Si ¢ estd concentrada en B, entonces se cumple la igualdad, de lo contrario suponer
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que existe a* € A — B tal que ¢(a*) > 0. Sea u(a*) = w+ J, donde § > 0. Entonces,
> ala)u(a) = Y qla)u(a) + q(a*)u(a*)
a aFa*

>w Y qla) + (w+d)g(a”)

aFa*

w | > qa) +q(a”) | + dq(a”)
aFa*

= w+q(a")0

> w.

TEOREMA: La funcién del valor 6ptimo de horizonte finito satisface la ecuacién
de programacién dindmica (ver [4]),

Jin(@) = min qe(@.a)+ad po(@i,0) (3)
yeX

zeX,n>1.

1. Una politica 7 es éptima para el horizonte n = 1 si y sélo si dado el estado inicial z,
la distribucién p(alz) se concentra en el conjunto B,(a,n) (igual a cero fuera de este
conjunto).

2. Una politica 7 es 6ptima para el horizonte n > 2 si y sélo si
(a). Dado el estado inicial z, la distribucién p(a|x) se concentra en el conjunto By (a, t).
(b). Dado los movimientos del proceso para el estado y en ¢ = 1 entonces, 7 sigue una
politica éptima de horizonte n — 1 con estado inicial y.

Prueba. La demostracién de este teorema se hace por induccion sobre el horizonte.

Primero suponemos para n = 1. El caso para el primer horizonte, el decisor (o
controlador) actia en t = 0. Entonces, observa el estado en ¢t = 1 e incurre en un
costo terminal. Sean el estado inicial  y 7 una politica arbitraria para el horizonte
n = 1, entonces

Jo1(m, ) = Z plalx)E™ {c(xo, ap) + ac(zy)|xg = x,a0 = a}
)
= Y plalz) {elw,a) +ay poy(a) s (y)
a€A(z) yeX
= Z plalz)ua(z, a)
a€A(z)
> min {uq1(z,a)}. 4
> min {uqa(r,a)} (4)

Como (4) es vélido para todo m, se sigue que

{T%iﬁl Jaa(m,z) > ag}lqi(l;){uml (z,a)}.
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Entonces, se tiene que

Jaa(m,x) = Jg,(x) 2 Ir}g(fl){ua.l(xaa)}~ (5)
’ a€A(x '

De la ultima expresién de la ecuacién (5) se observa que se cumple con la ecuacién

(3)-

Luego, sea m una politica con p(a|x) concentrada en B,(«,1). La primera parte
de la proposicién anterior indica que cualquier politica satisface

Joa(myz) = min {uy1(x,a)}.
a€A(z)

Esto significa que los términos en (5) cumplen con la igualdad e implica que (3) es

vélido para n = 1 y que 7 es 6ptimo. Esto prueba la primera parte del inciso (1) del

teorema.

Para demostrar la segunda parte de (1), sea 7 una politica arbitraria, de la segunda
parte de la proposicién y de la ecuacién (5) tenemos que 7 es éptima sélo si p(alx)
se concentra en B, (a,1). Por lo tanto, esto completa la prueba para n = 1.

Ahora, suponemos las declaraciones para n > 2. La suposicién que se usard para
la induccioén es la existencia de un horizonte n—1 y la correspondiente politica 6ptima
.

Sean el estado inicial x y 7 una politica arbitraria para el problema de horizonte
n. Sila accién inicial es a y el estado al tiempo ¢t = 1 es y, sea ¥(x,a,y) la regla de
decisién para el horizonte n — 1 bajo 7, iniciando al tiempo ¢ = 1. Entonces,

n—1
Jon(m, ) = Z plalz)Er[c(xo, ap) + aZatflc(xt, a)
a€A(x) t=1

+ a"e(xy)|zo = z,a0 = ]

= > plalr){c(@,a) + ) pry(a)Jan1(b(z,a,9),9)}

a€A(x) yeX

v

Y plalz) §ew,a) +ay poy(a) s, 1 (y)

ac€A(x) yeX
Z pla|z)uan(z, a)
a€A(x)

> i ,n ) N 6
> (12}413){“ n(@,a)} (6)

donde x € X, n=0,1,---.
De (6) se sigue que

Jap(m,x) > J5, () > min {ugn(x,a)}.
' ’ a€A(x)

Luego, suponemos que p(a|z) estd concentrada en B, (c, n) y entonces sigue la politica
7*. De la primera parte de la proposicién se sigue que la tltima linea de (6) es una
igualdad. Asi, ¢(z,a,y) = 7* nos dice que la tercera linea es una igualdad. De esta
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manera, (3) es vélida para n y existe una politica éptima que satisface la igualdad.
Por lo tanto esto demuestra el inciso (a) de (2).

Para el resto de la demostracién de (2), suponemos que p(a|z)
> 0 para algin a ¢ B,(a,n). De la segunda parte de la proposicién se sigue que la
ultima desigualdad es estricta en (6) y de esta manera m no puede ser ptima.

Ahora, se supone que p(a|x) estd concentrada en B,(c,n). Siexiste b € By(«,n)
tal que p(blz) > 0y y tal que p,y(b) > 0, entonces esto significa que el estado y
puede ser alcanzado al tiempo ¢ = 1 bajo la politica 7. Suponemos que 7 no actia
optimamente para el horizonte n — 1 en y. Esto implica que

Jan—1(0(x,a,9),y) > T35, 1 (y).

Esto significa que la primera desigualdad en (6) es estricta, y por lo tanto 7 no es
optima. m

TEOREMA: Sean {J,;}/_, funciones definidas (recursivamente). Si para cada

t=0,1,--- ,n existe una regla de decisién a; tal que
Jos(@) = clarna} (@) + @ 3 payaf (@) Jus1 (1),
yeX
x € X, entonces la politica de decisién markoviana 7* = {a§, a}, - ,ar} es éptima

v Jao(x) es la funcién de valor éptimo, esto es,

J(L,O(x) =J; (.13)

a,n

Prueba. Sea m = {a;}{_, una politica arbitraria y se define

n—1
Cai(m hy) = EJ Z ooz, ar) + a"c(xn)|h11 JA=01,...,n—1, (7)

t=l

Can (T, hy) = &"E™[c(xy)|hy).

Nétese que ¢ (7, hy) representa el costo descontado total esperado bajo la politica 7
del tiempo [ al tiempo n, dada la historia h;.

En particular, nétese que

n—1 n—1
Jon(m,x) = ET Z a'e(zy, a) + ae(x,) | = EX Z ale(wy, ar) + " c(w) ho
t=0 t=0
= CQ,O(T(; h0)7
z € X, por lo tanto,
Jon(m, ) = capo(m, ho) (8)
cuando hg = x.
Para demostrar el teorema, se debe probar que paratodoxr € X y 1 =0,1,--- ,n,
Ca(m, hy) > Joy(z), 9)
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cuando h; = (hj—1,a:—1,x), si T = 7* se proporciona la igualdad, es decir,
Ca (T, hy) = Jo(2), (10)
cuando hy = (hj—1,a;—1, ).
En efecto, para [ = 0, se observa de (8), (9) y (10) que
Jan(m,2) = cap(m, ho) = Japo() = cap(m™, ho) = I3, (),
cuando hg = x.

Luego,
Jan(m,2) > Jao(x) = J; ,(2) > min Jan(m, ),

para todo x € X.

Como el infimo de un conjunto B C R es la maxima de las cotas inferiores, se sigue
de lo anterior que

Ernelllill Ja,n(ﬂ—7x) > Ja,O(m) > 51%111:[1 Ja,n(ﬂ—vx)a

es decir,
M (ZII) 2 ‘]0(70(1:) 2 J;,n(m)7

an

por lo tanto
Jan(x) = J5o(2). (11)

Se demuestra (9) y (10) por induccién (recursivamente). Por definicién se tiene
que
Ca-,n(Wa hy) = c(zn) = Jy (),

a,n

cuando hy, = (hp—1,a,-1, ).
Suponemos ahora, que para z € X
Coit1 (T hig1) > Jagp1(x), (12)
cuando hj11 = (hy, ar, x).
Se debe demostrar que para toda z € X
Cag(m, hy) > Joy(z), (13)
cuando hy = (hj_1,a;—1,x).

Por (7), se tiene

Ca_’l(ﬂ', h]) = Eﬂ—

n—1
Z a'e(xy, ap) + a”c(xn)|hz]

t=l

:E‘7T

n—1
clz, ) +a Z o' e(y, ar) + @nc(%ﬂhl]
t=l+1

= E"c(xy, ar)|hy) + aE”

n—1
Z o e(zy, an) + a”c(x”)|hl] .

t=l+1
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Ahora, se obtiene

Cai(m ) = c(z,a) + aE™ | E”T

n—1
> o e, ar) +Oé”0($n)|hz+11 |h11

t=1+1
=c(x,a) + aE"[car1(m, 1) |l
Por la hipétesis de induccién
C(y,l(777 hl) Z 0(1'7 a) + (XEﬂ[Ja’l+1($)|hl]
= C(xv a) +a Z pwy(al)Jzy,l+1(y)

yeX
> Hi;m c(a:7 a) + Z pzy(al)Ja,l+1(y)
a€A(z) JexX
= Ja.’l(flj), (14)

Asi,
Ca(m, ) > Jai(x),

de esta manera queda demostrado (9).

Por otra parte, si se cumple la igualdad en (13) y m# = 7* entonces, se cumple la
igualdad en (10).
[

3.1 Aplicacién

En este trabajo se proporciona un ejemplo el cual ilustra la teoria de control la
cual resuelve el problema de la espera que consiste en minimizar los costos totales
de aquellos que solicitan el servicio y de aquellos quienes lo prestan, y no solo en
minimizar el tiempo que los clientes pasan en el sistema. Para resolver dicho problema
de control se hace uso del método de programacién dindmica y del criterio de costo
descontado total esperado, utilizando la técnica de iteracion de valores. El objetivo
del problema de control es encontrar la politica 6ptima que minimice el criterio de
costo costo descontado total esperado con horizonte de planeacién finito.

3.2 Ejemplo

Una sala de espera, con capacidad para dos clientes, es atendida por un solo servidor.
Cuenta con dos tasas de servicio una de 0.4 y otra de 0.7 y por utilizar cualquiera
de estas tasas de servicio se genera un costo de 1 y 2 unidades, respectivamente.
Ademds, existe una probabilidad p = 0.5 de que un nuevo cliente arribe en cualquier
etapa.

La sala de espera puede almacenar como maximo dos clientes, uno en servicio y
uno en espera de servicio, debido a esto se genera un costo de una unidad por niimero
de cliente. Ya que, si un cliente llega y encuentra la sala de espera llena, este se retira,
o si el sistema esta vacio puede entrar al servicio inmediatamente.
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Con los datos que se proporcionaron anteriormente se puede modelar el problema
de control en una cadena de decision de Markov de la siguiente manera. El modelo
de control Markoviano es (S, A, {A(%)|i € S}, p,C), donde,

= S =14{0,1,2} es el espacio de estados.

" A= A(i) ={a1,a2} = {0.4,0.7} es el espacio de acciones (que en este ejemplo son las
razones de servicio) donde i € S.

= Las probabilidades de transicién se van a obtener de la siguiente manera:

Poo por  DPo2
pij(p) = Pio P11 pi2
P20 P21 P22
1—p+ap (1—-a)p 0
=| al=p) ap+(1-0a)1-p (1—a)p
0 a(l —p) 1—a(l—-p)

por ejemplo: pog = 1 — p + ap ya que el sistema permanecerd en el estado 0 sino
existen arribos, o si existe un arribo y el servicio fue completado.

Entonces las probabilidades de transicién por elegir la accién a; = 0.4 (es decir, la
razén de servicio més lenta) estdn dadas por:

0.7 03 O
pij(ar) = 02 05 0.3
0 02 08

y por elegir la accién ag = 0.7 (el servicio mas rapido) estdn dadas por:

0.8 0.15 0
pij(az) =1 035 0.5 0.15
0 035 0.65

= Los costos que se generan por elegir cada una de las acciones se obtiene como sigue:
C(i,a) =i+ c(a)
Entonces por tomar la acciéon a; son:
C(0,a1)=0+1=1,

C(lya)) =1+1=2,
C(2,a1)=2+1=3.

y los costos que se generan por tomar la accién az son los siguientes:

C(0,a2) =042=2,
C(las) =1+42=3,
C(2,a2) =242 =4.

Se utiliza el criterio de costo descontado total esperado para resolver el problema
anterior, el objetivo serd encontar la politica éptima que minimice el costo descontado
total esperado en un horizonte de planeacién finito n, cuando el sistema se encuentre
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en el estado x.
El problema de control es ver ecuacién (2):

‘](y n( ) = %111‘[1 Ja,n(ﬂ'a 33)

Utilizando el método de iteracién de valores,

Ja,t(x) :ag(g) c(z,a +a§pat/ at+1 Y)

Parat=n—1,
J =
a,l (.’17) arérlléll(r}"){c x, a + « me
yEX
2

gg(n {e(z, a1 +a2pw 1) Ja0(y), c(x,a2) + @Y pry(az)Juo(y)},
a
y=0

como el costo inicial J, 0(y) = c¢(xo) = 0, entonces se tiene que:

Ju1(0) = ag‘i(n {c(0,a1),c(0,a2)} = min {1,2} =1,By(n—1) ={a1},
Ja1(1) = ag};(n {e(l,a1),¢(1,a2)} = alemn {2 3t =2,Bi(n—1) ={a1},
J(!,l(Q) = aIEI}41(n {6(2 al)a 6(270'2)} = ag}ql(%){?)’él} = 33B2(n - 1) = {al}a

Parat=n — 2,

J(y,n—?(x) = aIGI}éll(Il {C z, CL +a Zp““/ an 1 )}
yEX

= min {C‘T ,0 JFOZZPN an 1 55 r +azpry an 1 )}

a€A(x)
y=0
= aIeI}éll(I}c){c(x P) + o [pxo (p)Ja,n—l(O) + Da1 (p)J(mL—l(l) + Da2 (p)Ja,n—1(2)

P23(p) Jan-1(3)], ez, 1) + alpro(r) Jan—-1(0) + par (r) Jam—1(1)
+pm2(7")t]<mz—1(2) +pw3( )Ja,n—l(?’)]}a

de lo anterior se tiene que:

Ja.n—Q(O) = 1611141(%){0(0 P) + a[pOO(p)Jum—l(O) +p01(P)Juz.n—1(1) +p02(p)Ja,n—1(2)

+p03(P) Jan—1(3)], ¢(0,7) + afpoo(r) Jan—1(0) + po1(r)Jam—1(1)
+p02( ) a,n— ( )+p03( ) an— 1( )]}

1.5
= 1
S 45l

min {1.164,1.636} = 1.164,
acA(0)

Y231y 4 o))

(2:259) + 0], 1.5+ ¢

|

(1.231) + (1 212) +

By(2) = {a1}.
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J(l’JL—Q(l) = ag}ql(ri){c(l p) + a[plo(p)Ja,n—l(O) +p11(p)J(x,rL—1(1) +p12(p)Ju’,n—l(2)

+p13(p) Jan—1(3)], c(1,7) + ap1o(r) Jan—1(0) + p11(r) Ja,n—1(1)
+p12(7) Jam—1(2) + p13(r) Jamn—1(3)]}

1.1 5 1 1
= 1 1.231 1.212) + - (2.2 —(1.074
= min {1+ 5[5 (1.231) + 5(1212) + 5(2:250) + 35(1074)]
2 1
1.25 + 5[5(1.231) + 5(1.212) + 0]}
= min {1.172,1.386} = 1.172,
a€A(1)

Bi(n —2) = {p}.
Ja.n,—2(2) = HE(% {8(2 P) + @[pzo(P)sz—l(O) +p21(p)']oz.n—1(1) +p22(p)J(x,'n—1(2)
+p23 (p)Ja,n—l(S)] (2 T) [p20 (T)Jo,,n—l(o) +p21(r)Ja,71—1(1)
+p22(7ﬂ)t]a;n,—1(2) +p23( ) a,n— 1(3)]}

1 5 )
= 2 25+ =10 1 212 —(2.259 —(1.074
2 1
+ §[0 + g(1.212) + 5(2.259) + 0]}
= min {2.426,2.173} = 2.173,
a€A(2)

Bo(n —2) ={r}.
Ja,n—2(3) = IETE(I})’){C(?’ ,p) + alpso(p)J an— 1(0) +p31(/))<]a,n—1(1) +p32(/7)<]a,n—1(2)
+p33(p)<]a,n71(3)] (3 'I’) + Ck[pgo( ) an— 1(0) +p31(r)Ja,n71(]~)
+1732(7")J0¢n 1(2)+p33( )Jan—l(g)]}

1 1 2 1
= 2 0 2.259 —(1.074)],1 4+ =0 + =(2.259 —(1.074
ag};(g){ +3 [ +3( )+ 31074, 1+ 5[0+ 2(2:259) + < (1.074)]}
= min {2.207,1.207} = 1.207,
a€A(3)
By(n—2) = {r}.
Para t =n — 3,
Ja,nfS(fL') = (LIEIE(I;P){C €, a + aJeZXpa:y an 2 )}

:ag}éll(ri {C-T P +azp1u an 2 Z‘ r +azpvu an 2 )}

= ag}éll(ri {C(-/E P) +a [sz(p)Ja,n—2<0) ‘|'pr1( )Ja,n—2( )‘5‘1%2( )Ja,n—2(2)

"l‘pa:S( )Ja,n—2(3)] ( ) + a[paO(T)Ja n,—Q(O) + Pa1 (T)Ja,n—Q(l)
+p$2<r)']a,n72<2)+p13( ) a,n— 2(3)]}
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de lo anterior se tiene que:

Ja,n—3(0) = mln {C(O P) + a[POO( ) a,n— 2(0) +p01(p)<]a,n—2(]-) +p02(p)Ja,n—2(2)

+p03( ) a,n— 2(3)] (0 r)+a[p00( ) an— 2(0)+p01(r)Ja,n72(1)
+p02(r) Jan—2(2) + pos(r ) an—2(3)1}

1 5
= mi —(1.164) + -(1.172 2.173) +0
a€A(0) 9 12( )+ ( )1 ( )+ 0}

1.5+ %[1(1.164) 0]}
= min {1157, 1629} = 1157,
Bo(n —3) = {p}.
Jam—3(1) = aIeI}‘li(I}){c(l’ p) + a[pro(p) Jan—2(0) + p11(p) Jan—2(1) + p12(p) Jan—2(2)

+p13(P) Jan—2(3)], c(1,7) + alp1o(r) Jan—2(0) + p11(r) Jan—2(1)
+p12(r)t]aﬁn—2(2)+p13( ) o,n— 2( )]}

1 1 5 1 1
= i 1 —(1.164) + 1.172 - 2 173 —(1.207
1.2 1

1.25 + 7[5(1.164) + g(1.172) +0]}
= min {1 167,1.379} = 1.167,

a€A(1)

Bi(n—3) = {p}
Ja‘n,—3(2) = arerllql(%){c(Q P) + Oé[pzo (p)‘]<wz—2(0) +p21(p)']oz‘n—2(1) + p22 (p)Ja,n—2(2)

+p23(p)<]a,77,—2(3)] (2 T) [pQO(T)Jo,,n—2(O) +p21(r)Ja,71—2(1)
+p22(7ﬂ)t]a;n,—2(2)+p23( ) a,n— 2(3)]}

_ 022(“2){2 25+ 5[0+ S(1172) + 2 (2.173) + 12(1:207)]
7[0 + %(1.172) + %(2.173) o)}
- ag}qlg){z 428,2.167} = 2.167,
Baln—3) = {1}

J(w,n—3(3) - ag}‘li(%){C(S’ P) + Ot[p30 (p)‘]a;n,—Z(O) + p31(p)'](w,n—2(1) + P32 (p)Ja,n—2(2)

+D33 (p) J(r,n—Q (3)]a 6(37 T) + a[pSO (T)J(XJL—Q (O) + P31 (T)Ja,n—2 (1)
+P32 (T)Ja,n—2 (2) + p33(r)Ja,n—2 (3)]}

2 1 1 2 1
= 2 —(2.173 —(1.207)],1 4+ =[0+ =(2.173 —(1.207
iy 2+ $0+ 2(2173) + $(L200)), 1+ 50+ 2(2173) + (1.207)])
— min {2.205,1.205} = 1.205,
a€A(3)
By(n—3) ={r}.

La siguiente tabla muestra los resultados de la etapa n hasta la etapa n — 10 para
cada estado, la accién que minimiz6 el costo en cada etapa para los estados z € {0,1}
es p y para los estados « € {2,3} es r,
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CONTROL DE LINEAS DE ESPERA CON COSTO PROMEDIO

costos \ estados 0 1 2 3
Ton (@) 2 3 1 0
Jam—1(z) 1.231 | 1.212 | 2.259 | 1.074
Jan—2(z) 1.164 | 1.172 | 2.173 | 1.207
Jan—3(z) 1.157 | 1.167 | 2.167 | 1.205
Jan—a(z) 1.156 | 1.166 | 2.166 | 1.205
Jan—5(2) 1.156 | 1.166 | 2.166 | 1.205
Jan—6(2)
Jon—7(7)
Jon—s(x)
(z)

1.156 | 1.166 | 2.166 | 1.205
1.156 | 1.166 | 2.166 | 1.205
1.156 | 1.166 | 2.166 | 1.205
1.156 | 1.166 | 2.166 | 1.205

8

—6
—_7\x

n—8\T
Jan 9T

Entonces, para cualquier etapa t = n — [ se tiene que,

Jun—1(0) = 1.156,
(1) = 1.166,
n1(2) = 2.166,

Jan—1(3) = 1.205.

La politica éptima es

« | p size{0,1}
T r stz € {2,3}.

Por demostrar que vale para la etapa t =n — (I + 1),

Jw,n—(l-l—l)(o) = C(O’ p) + a[pOO(p)Ja‘n—l(O) + pOl(p)Ja.,n—l(l)
+p02 (p)']a.n—l(Z) +p03(p)'](y,n—l (3)]

1.5 1 1
=1+ 575 (1.156) + 5(1.166) + (2.166)
= 1.156.

Jan—11)(1) = ¢(1, p) + alp1o(p) Ja,n—1(0) + p11(p) Jan—1(1)
+p12(p) Jan—1(2) + p13(p) Jan—1(3)]

1.1 5 1 1
=1+ —[=(1.1 —(1.1 =(21 —(1.2
+9[6( 56) + 12( 66) + 3( 66) + 12( 05)]

= 1.166.

Ja,nf(lJrl) (2) = 6(27 p) + a[pZO (p)Ja,n—l(O) + p21(p)Ju,n—l(1)

+ D22 (p)Ja.nfl(2) + D23 (p)Ja,nfl(S)]
=24 S[(1.166) + £ (2.166)

= 2.166.

‘](y,n—(l-i-l) (3) = 0(33 ,0) + Oz[p30 (p)‘]on—l(()) + p31(p)t]o,,n—l(1)
+ p32( )Jaqn,—l(Q) + P33 (p)Jamr—l(?))]

(2.166) + = (1.205)]

=1
+9[3 3

= 1.205.

JOURNAL OF BASIC SCIENCS, ANO 1, nimero 1 (Enero - Abril 2015 )

13



M. Dionicio, H. Daniel

14

Entonces, en este problema las funciones de valor 6ptimo para cada x € X son:

J*(0) = Ju0(0) = 1.156,
J*(1) = Jap(1) = 1.166,
J*(2) = Jao(2) = 2.166,
J*(3) = Juo(3) = 1.205.

Por lo tanto, se han encontrado las funciones de valor 6ptimo para cada estado y la
politica 6ptima.

4. Conclusiéon

En este articulo, se presenta la solucién a un problema de control estocéstico. Para
resolver dicho problema de control es importante sealar que se hizo uso del método de
programacion dinamica y del criterio de costo descontado total esperado, utilizando
la técnica de iteracion de valores. El objetivo del problema de control es encontrar
la politica éptima que minimice el criterio de costo costo descontado total esperado
con horizonte de planeacion finito.
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