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En este trabajo se aplica un algoritmo llamado recocido simulado para resolver po-
linomios que caracterizan las configuraciones centrales propuestas por Dziobek. Los
polinomios resultan de buscar configuraciones centrales en el problema de 5 cuerpos
con masas iguales que contengan al menos un eje de simetria.

In this paper an algorithm named simulated annealing for to solve polynomial equa-
tions than characterize central configurations proposed by Dziobek is used, Polynomial
equations is obteined in the case of central configurations with axial symmetry in the
5-body problem with equal masses.
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Introduccion

Uno de los problemas centrales de la Mecanica Celeste es el problema de los n
cuerpos, el cual ha sido y sigue siendo de gran interés por el desarrollo tedrico que ha
generado. Isaac Newton en 1687 publicé en Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
matica la formulacién matematica del problema de los n cuerpos, basandose en la ley
de Gravitacién Universal.

El problema de los n cuerpos para n > 3 presenta una dificultad mayor que el
problema de los 2 cuerpos, y la comprensién de su dindmica ain esta lejos de ser
entendida.

En el problema Newtoniano de n cuerpos las soluciones periédicas mas simples son
aquellas tales que la configuracién permanece constante bajo homotecias y rotaciones,
de tal forma que cada cuerpo tiene como trayectoria una drbita eliptica. Wintner
llamo a éstas configuraciones centrales, [W].
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En 1767 Leonhard Euler publicé un trabajo sobre el problema de los 3 cuerpos [E].
Alli demostré que si tres particulas son colocadas inicialmente en la configuracién de
linea recta, de tal forma que la razén de sus distancias mutuas satisfacen una relacion
dependiente tnicamente del valor de las masas, y si ademas, las velocidades iniciales
son elegidas adecuadamente, entonces cada particula se movera peridédicamente sobre
una elipse, pero en todo momento las tres particulas se mantendran sobre una linea
recta, conservando siempre la misma razén de distancias entre ellas.

Para el caso n = 4, Otto Dziobek formuld el problema de configuraciones centrales
en el plano, en términos de distancias mutuas y obtuvo como resultado un sistema
de ecuaciones algebraicas que caracterizan estas configuraciones centrales [D]. Poste-
riormente, Albouy retomo esta aproximacion de Dziobek y la adapté para el estudio
de configuraciones centrales con cuatro masas iguales, [A]. Recientemente Hampton
y Moeckel en [HM] demostraron la finitud de las configuraciones de Dziobek para
cualesquiera masas positivas.

Para el caso n = 5 se han obtenido diferentes resultados los cuales pueden consul-
tarse en [Ya] y en las referencias alli citadas.

En este trabajo se presentan 4 configuraciones centrales para 5 cuerpos con masas
iguales con al menos un eje de simetria. Estas soluciones son encontradas resolviendo
las ecuaciones de Dziobek, la cual bajo ciertas restricciones se convierte en un sistema
polinomial el cual se resuelve usando el algoritmo recocido simulado.

1. Configuraciones centrales de Dziobek en 5 cuerpos

El problema Newtoniano de los 5 cuerpos consiste en estudiar el movimiento pa-
ra todo tiempo de cinco particulas con masas mi,...,ms y vectores de posicién
q, - - -,qs respectivamente sujetas a la ley de gravitaciéon de Newton. Es decir, el pro-
blema Newtoniano de 5 cuerpos consiste en resolver el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales

d*q; 4 — A
mi—r =G Y mym;———— | (1)
dt? ; oy — ai®
ji
donde || - || es la norma Euclidiana. El término del lado izquierdo es debido a la

segunda ley de Newton y el del lado derecho a la ley de gravitacion. Luego la energia
potencial del sistema es
m;m,;
Y@= 2 Taal
1<i<j<5 9~

Usando la conservacién de la energia, del momento angular y el momento lineal
podemos reducir considerablemente algunos grados de libertad para el sistema pero
aun es muy dificil de estudiar, por lo que es necesario buscar soluciones especiales
que tengan propiedades agradables o algunas simetrias.

La conservacion del momento lineal nos dice que el centro de masa se mueve en
linea recta y con velocidad constante, sin pérdida de generalidad en este trabajo
suponemos que el centro de masa esta en el origen.
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Definicion 1.1. Una configuracién de n particulas es una configuracion central si el
vector de aceleracién de cada particula es un multiplo escalar del vector de posicién
de la particula. Esto significa que existe un A tal que §; = Aq; parat=1,...,5.

Los astrénomos estudian estas configuraciones por al menos 2 razones. Primero, estas
pueden ser utilizadas para analizar configuraciones de cuerpos celestes en el universo,
un ejemplo muy conocido es la configuracién central formada por el Sol, Jupiter y
los asteroides Trojanos. Segundo, estas configuraciones son de gran importancia en
el andlisis de colisién de drbitas en sistemas gravitacionales en expansién, [W]. El
siguiente resultado es demostrado en [HJ.

Teorema 1.2. Las configuraciones centrales son los puntos criticos de U restringido
al momento de inercia constante.

Con la finalidad de definir las configuraciones centrales de Dziobek introducimos
la siguiente notacién. Sea ¢;; la distancia entre la i—ésima y la j—ésima particula
gj = lla; —qill y ;5 = qu para 1 < i < j <5, entonces existen 10 de estas distancias.
Usando estas distancias formamos la llamada matriz de Caley—Menger dada por

2 CI%2 q;:), qul (1;5
fgz (2) 423 q%4 q%5
M=| %13 923 0 ¢34 454

=1 2 2 2 0 2
q%4 q%4 ‘134 5 415
s 935 934 qis O
1 1 1 1 1

O =

El determinante de Cayley-Menger es igual a ((n — 1)!)? veces el cuadrado del
hipervolumen formado por los n puntos en R"~!, ver [U]. En este caso n = 5, este
determinante es proporcional al hipervolumen en R* formada por 5 particulas, si
hacemos M = 0 tenemos una restriccién para 5 particulas obligadas a moverse en R?

Podemos concluir que buscar configuraciones centrales de 5 cuerpos en el espacio
afin de dimensién 3 es equivalente a calcular los puntos criticos del potencial U, bajo
la restriccion de que el momento de inercia I debe ser constante e igual a Iy, mientras
que el determinante de Caley—Menger M debe ser cero. Esto implica que debemos
encontrar los puntos criticos de la funcién

V(aij) = Ulqij) + M1 (qi;) — 1o) + oM(qy5), (2)

donde A y o son multiplicadores de Lagrange. Observemos que tenemos un sistema
de 12 ecuaciones con 12 incégnitas A, o y las distancias g;;.

Para obtener los puntos criticos vamos a derivar (2) con respecto a las distancias
relativas, lo cual se traduce a calcular los ceros del siguiente sistema de ecuaciones
algebraicas:
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v v
LT g 27 dqus’ °7 dqua’
v v _ 0V 3)
1T dqis” ° 7 gy’ ©7 9gas’
v v
dq25’ 34’ dq35’
€10 av €11 = [ — I()7 €12 = G

B a5 ’

Sea A; el volumen del tetraedro formado por cuatro masas exceptuando a m;. Si
fijamos el orden de las masas, entonces los volimenes con signo Ay, ..., As son los
volimenes de los cinco tetraedros orientados con vértices (mq, ms, ma, ms), (ms, mq, ms, my),
(mg, ms, m1, ma), (ms,my,ma,m3) y (M1, ma, ms, my), respectivamente.

Definicién 1.3. Diremos que q € (R3)® es una configuracién central de 5 cuer-
pos en R? tipo Dziobek si existen constantes A, ¢ € R, y un vector no nulo A =
(Aq,--+,As5) € R tal que

A1+A2+A3+A4+A5:O,

5
Zquj =0, (4)
=1

_3 A AyA] . .
SijQ:MJramimj’ 1<i<j <5

donde M =mq +mg + -+ ms.

Albouy mostré que el sistema de ecuaciones (3) es equivalente a las ecuaciones (4),

[A]. En este trabajo resolveremos el sistema (3), usando el algoritmo que describimos
acontinuacién.

2. Algoritmo recocido simulado

El algoritmo de recocido simulado (en inglés, simulated annealing algorithm),
pertenece a una clase de algoritmos de busqueda local (local search algorithms)
comunmente llamados algoritmos de umbral (threshold algorithm).

Sea (5, ¢) los elementos de un problema de optimizacién combinatoria, donde:

= S es el espacio de soluciones factibles.

» ¢ es la funcién costo (a valores reales positivos).

El problema es encontrar una ¢ en .S que minimice c.

Para implementar el algoritmo se necesita ademas:

= Una funcién entorno V de 7 en S.

REVISTA DE CIENCIAS BAsicas UJAT, 1(1)Enero 2006 p 1-5
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» Una sucesién {¢;} (los llamados threshold) decreciente tal que ¢, — 0 cuando n — occ.

El algoritmo estd definido como sigue:
Condiciones iniciales tg > 0, ig € S, k=0

While ;. > 0 do
Se elige j, € V;,
if e(jx) < c(iy) then ix41 = ji (se acepta ji)
else

se elige (aleatoriamente) ¢ € [0, 1]

) (i) =e(ip) ) )
ifg<e then ip41 = Jji

else ik+1 = ik
se incrementa k
Endwhile
i)

Note que en la iteracién k—ésima se genera un numero aleatorio ¢ y se acepta j si
[M}

q < exp
tk‘,

En este caso, cada vecino de una solucién tiene una probabilidad positiva de reem-
plazar a la solucién actual. Los t;, se eligen de forma tal que a medida que avanzan las
iteraciones, aceptar soluciones con grandes incrementos en el costo es menos probable
(pero sigue existiendo una probabilidad positiva de aceptarlos). La sucesién t; que

usaremos es tp = f—_{_’k

3. Configuraciones centrales simétricas de 5 masas iguales

Las ecuaciones que definen a las configuraciones centrales de Dziobek presentan
una cierta simetria entre las distancias mutuas y los volimenes, entonces es una
idea natural buscar soluciones que presenten simetria, ya que una igualdad entre los
volimenes representa un plano de simetria para la configuracién, esto se debe a que
si A; = Aj, de las ecuaciones (4) tenemos que g;;, = q;r para k = {1,...,5} — {4, j}.
Por ejemplo, si i = 1 y j = 2 las particulas 1 y 2 equidistan de igual manera a las
particulas 3, 4 y 5, por lo tanto hay un plano de simetria que pasa por las particulas
3,4y5.

A continuacién, calcularemos todas las configuraciones centrales no coplanares de
5 masas iguales que tengan al menos 2 planos de simetria, la interseccién de estos
planos nos dard un eje de simetria y este eje de simetria significa que la configuracién
es invariante con respecto a alguna rotacién.

Casol:A1:OyA2:A4yA3:A5.
CaSO2:A1#OyA2:A3:A4:A5.
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Caso 3: Al = AQ y Ag = A4 = A5.
Caso 4: Al # AQ y Ag = A4 = A5.
Caso 5: Al, AQ = Ag y A4 = A5.

Estos casos los hemos ordenados de menor a mayor dificultad y procedemos a
encontrar las configuraciones centrales que cumplan estas condiciones de simetria.

31 Casol. A1 =0y Az = Ay Az = As.

Dado que las masas de los cuerpos son iguales entre si, sin pérdida de generalidad
normalizamos las masas a 1, de ahora en adelante consideraremos m; = 1 para i =

1,...,5.

Sea A; = 0, lo cual implica que el volumen del tetraedro formado por las masas
(mao, ms, my, ms) se anula y por lo tanto las masas ma, ms, m4 y ms son coplanares.
Sustituyendo en la dltima ecuacién del sistema de ecuaciones (4) tenemos

q12 = 413 = q14 = 415 -

De las condiciones Ay = Ay y As = Aj y la primera ecuacién del sistema de
ecuaciones (4) obtenemos que Ay = —Aj. Sustituyendo en la tltima ecuacién del
sistema de ecuaciones (4) obtenemos

Wl =

\ _
g23 = 425 = (434 = Q45 = (5 - UA%) )

1
\ _Z
G24 = g35 = (5 + aA%) 3 .

Estas relaciones entre las distancias relativas implica que la configuracién es una
pirdmide con una base rectangular, (véase figura 1).

Si normalizamos a q23 = g25 = ¢34 = qa5 = 1, las cuales son las longitudes de los
lados del cuadrado con vértices ms, ms, my4 y ms, entonces se obtiene que

Qo4 = Q35 = V2 (6)

q12 = 413 = q14 = 15 = Q.

Sustituyendo (6) en las ecuaciones (3), resolvemos e; y e7 para Ay o, y obtenemos

5 a®—1

A= S .
yoe 16a3(—1 + 2a?)

a3

Sustituyendo este resultado en la ecuacién eg, obtenemos que la tinica solucién real
para esta ecuacién es

w| =

o= (W) = 1.138985517
(V2)"+1

REVISTA DE CIENCIAS BAsicas UJAT, 1(1)Enero 2006 p 1-5
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Por lo tanto, existe una configuracién central que cumple las condiciones del caso
1 y es mostrado en la figura 1, la cual es una pirdmide con una base cuadrada.

Figura 1. Configuracién central de 5 cuerpos del caso 1.

3.2 Cas0 2. A1 #0y Az = Az = Ay = As.
Del sistema de ecuaciones (4) se obtiene inmediatamente que

423 = G24 = 425 = (434 = (35 = (45
(7)

q12 = 413 = 414 = q15-

Geométricamente obtenemos que la configuraciéon forma un tetraedro regular con una
particula en el centro de la pirdmide, (véase la figura 2).

Para encontrar las configuraciones centrales debemos resolver el sistema (3) y para
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e1 y e7 obtenemos

1 n 1)\
€1 = ——5~ T tA12
@ 5

3 4 3 2 2 3 2 2 3 4
+ 0 (—4q72034 + 8072934935 + 8612034945 — 4412935
3 2 2 3 4 2 2 2 2
+ 8412935915 — 4412945 + 8912415 + 4412413954934
— Aq12413054 035 — 4012035035031 + 4012073055055 — 401201303503
2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2
— 4412413934955 — 4012973935945 + 4912073945 + 4912014953934
— 4012434453435 — 401207 1953435 + 8012074034935 — 441241443503
— 4q120T4 85035 + 4012034035035 — 4012014934955 + 4012074035
— 4412414035035 — 4012053075054 + 4012035035035 — 4012033075035
2 92 2 2 92 2 2 4 2 92 2
— 4412953034945 — 4412053035945 + 4912053045 — 4412775054934
4 2 202 oy 2 2 2 8 2 2 2 4y 2 4
12915924935 T 4912915924915 + 3912915925934 + 49129715934
2 92 2 2 92 2 2 92 2 2 4
- 4QIQQ15Q34Q35 - 4QI2Q15Q34Q45 - 4QI2C]24(]34Q35 + 4(]12QQ4Q35
2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2
— 4412954935915 + 44912955934 — 4912455934935 — 4412455934975

+ 812434935045 — 4412073934955

1 n 1)\
€7 = — 5 T £Ag25
q§5 5

+ 0(—4q794T3025 934 + 4472013025035 — 4012913025955 — 4412034925034

— 4475074025835 + 4012074425055 + 8012075025054 + 432025734

— 4472925034035 T 4013054425 — 4413055 + 4413425915 — 4413071033025
2 2 9 2 92 3 2 2 2 2 9 2

— 4413914954925 + 841391425 + 8413914925954 — 4413914925955

+ 4073033015025 — 4413053925035 — 4033015 Poa 025 — 4013075025034

- 4‘1%3Q§4Q25Q32,4 - 4‘1%3Q§4Q25‘1§5 + 8‘1%3‘134%5(125 + Sqf3q§’5q§4

— 4433025034935 + 4414033025 — 4014055 + qr14ae5035 — 443405505525
2 9 2 2 9 2 2 9 2 2 92 9

— 4414923025934 + 8414923925035 — 4414923025445 + 4414915924925

- 4‘1%4(1%5%5‘1%4 - 4‘1%4‘1%4(125‘1:35 + 851%4‘135‘1%4 - 4q%4q25q§4q§5
2 9 2 2 2 9 2 9 2 2 4

- 4Q23Q15Q2SQ34 + 4‘123(]25(]34Q45 - 4(115(124(125(]34 + 4(]15Q2SQ34

+ 4‘134‘125‘1341%5 - 4q§’5q§4 - 4‘1%2%5‘1?34‘135 - 4‘1%3(1%4%5(125)'

Resolviendo ey y e7 usando las relaciones de (7), obtenemos que

5= (5)—b2—ab+a2 - (1)b2+a2+ab

27 b(b+a)ad 8" ab’(b+a)’

donde a = q12 ¥ b = go5. Sustituyendo estos valores en e1; y e12 de las ecuaciones
(3), tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

22 32
Z2 42 o1=0
59 T3 :

36 — 84248 = 0.
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Las cuales tienen como solucién

Por lo tanto, existe una configuracién central que cumple las condiciones del caso
2, el cual es un tetraedro regular donde cada cara es una tridngulo equilatero y tiene
una particula en el centro de la pirdmide, (véase la figura 2).

ms

m O my

Figura 2. Configuracion central de 5 cuerpos del caso 2.

33 Cas0 3. A; = Az y Az = Ay = As.

De las condiciones iniciales Az = Ay = A5, A1 = Ay y del sistema de ecuacio-
nes (4), tenemos que las distancias relativas para este caso estdn relacionadas de la
siguiente manera:

q13 = 414 = q15 = 423 = (24 = (25,
(9)

434 = (435 = (q45.

Aqui tenemos 3 distancias mutuas por encontrar. Sustituyendo las ecuaciones (9)
en el sistema de ecuaciones (3), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

4a® — 6a + 2ab® — b3a® + 6b%a — 20%a — 36> + 4b — a%b — 4ba® + ba® = 0

10
—12a%b* + 4a°1° + 3a*b* = 0. (10)

Aplicando recocido simulado al sistema (10) (el cédigo que empleamos para este
caso esta representado por el apéndice A excepto para las funciones F, G y H las cuales
en este caso sélo se usan dos funciones definidas por las ecuaciones (10)), obtenemos
una Unica soluciéon dada por

G5 =1, qi2 = 1.428005139629991 v gz4 = 1.211888021417097.

Por lo tanto existe una configuracién central que cumple las condiciones del caso
3, el cual es un prisma de 6 caras, cada cara es un tridngulo y su forma geométrica

REVISTA DE CIENCIAS BAsicas UJAT, 1(1)Enero 2006 p 1-5
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10
estd representada en la figura 3. Alli podemos apreciar claramente que un plano de

simetria pasa por las particulas mg, m4 y ms. Ademds, tiene un eje de simetria a
través de las particulas my y mao.

Figura 3. Configuracién central de 5 cuerpos del caso 3.

3.4 Caso 4. A1 # Az y Az = Ay = As.
De las condiciones iniciales Ay # 0, Ay # 0, A3 = Ay = Ay y del sistema de

ecuaciones (4), tenemos que las distancias relativas para este caso estdn relacionadas
de la siguiente manera:

qi2 =1, q13 = q14 = q15

423 = 424 = {25, 434 = Q35 = q45.

Definimos a = ¢13, b = ¢23 y ¢ = ¢34. Resolviendo e; y ey para A y o, obtenemos

5= (5) —2¢2 +3a%> —3+3b% —a® — b2 +d°
2 a3 (—c? + 2a% — 2 4+ b2)
_ a®—1
T 8a3cA (02 4202 — 2 —2)
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Sustituyendo en es, eg y e12, obtenemos el siguiente sistema polinomial,
—b%a® — 2a° + a3 + 2a® + 26° 4+ b3a® — b3 — 2% — bOa® + b3a® = 0,
3atct + 3¢t — 6a%b%ct — 6¢% — 6¢ta® + 48 + 3¢t =0,

A+ Av%a® — 2eb%a® + ca®b* — 2¢a®b? — 2a3* + a’c (11)
+3c%a® — 3a® — 2ca® + ca” + 2¢b® + 2ca® — cb? — ca® — ¢ + 4d®

—4a® + 2b%a® — 332 + 2cb%a? — 3¢3a? + 2¢° = 0.

Aplicando recocido simulado al sistema (11), (el cddigo que empleamos para este
caso estd representado por el apéndice A excepto para las funciones F, G y H las
cuales en este caso estdn definidas por las ecuaciones (11)), obtenemos 4 soluciones
dadas por

Soluciones Q3 Qo3 Q34
1 0.699836519769916 0.699836519769916 0.848123495259391
2 1.632993161855453 1 1.632993161855453
3 1.135608671369086 1.872319390886508 1.661288262157793
4 1.872319390886508 1.135608671369086 1.661288262157793.

La soluciéon uno corresponde al caso 3, la solucién dos corresponde al caso 2 y los
ultimos dos casos son correspondientes al caso 4, el cual se asemeja a la pirdmide del
caso 2, pero en este caso la particula que esta en el interior de la pirdmide estd mas
arriba que en el caso 2 pero se mantiene en el mismo eje de simetria, (véase la figura

4).

™ @

Figura 4. Configuracién central de 5 cuerpos del caso 4.

3.5 Caso 5. A1 7’—‘ Ao y A3z = Agq4 = As.

De las condiciones iniciales A; # 0, Ay = Ay, Az = Ay y del sistema de ecuacio-

nes (4), tenemos que las distancias relativas para este caso est “an relacionadas de la
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siguiente manera:

q12 = q14, q13 = q15, q24, ¢35, Q23 = (25 = ¢34 = qu5 = L.

Sustituyendo esto en el sistema de ecuaciones (3) obtenemos las ecuaciones definidas
por las funciones F, G y H que aparecen en el apéndice A (el cédigo para este caso esta
representado en el apéndice B y aplicando recocido simulado obtenemos 3 soluciones.

q12 q13 q24 q35
1.211888021417097 1 1.211888021417097 1.428905139629991
1.138985516397694 1.138985516397694 1.414213562373095 1.414213562373095
0.612372435695794 0.612372435695794 1 1

Al sustituir los resultados en los volimenes, observamos que la solucién uno corres-
ponde al caso 3, la solucién 2 al caso 1 y la solucién 3 al caso 2. De esta manera
concluimos que para el caso 5 no hay configuracién que cumpla estas condiciones.

4. Conclusién

Hemos probado que existen cuatro configuraciones centrales no coplanares en el
problema de 5 cuerpos que son invariantes con respecto a una rotacién. Es una con-
jetura que los casos con un solo plano de simetria y los que no son simétricos no son
configuraciones centrales, por lo que nuestra lista de estudio en casos simétricos esta
completa.

Apéndice
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Cadigo del recocido simulado para el caso 5

function [ UXYZ ] = cauchy( x,y,z )

k=1;
n=1;

step = 1/2710;
ss=0;

function [F] = f( a,b,c )
F=12xb"3*a"7+8*b"5*a"3-4*b~7*a"~3-12*b"3*a"2+12*%b"5*xa~2-3*%b"5*xc"2
-4%b~3*%a"4+8%b"3*a"5-8%b " 5*xa"b+3*b"3*c"2-8*a"~7+3*b"2%a"3*c"2
—-8%b"3*a"bxc"2+5*b"3*a"2*xc"2+b"3*a"3*c"4-4xb"3*a~3+4*a"3+4*a"b
-3%a"3*%c"2-8%b"2*%a"3-4xb"2*%a"b+3*a"b*c " 2+4*a"3*xb"4-b"3*c"4;
end
function [G] = g( a,b,c )
G=—-8*a"5+2*c”3*a"5+3*a"3*c"2+6*c"3*a"3+4*xb"2*a"3-2*c"5*a"3
—6*c”3*b"2%a"~3-4%a"3+6*c”"3*%a"2+2*xc"3xb"2-2%c~3-c"5;
end
function [H] = h( a,b,c )
H=64%a"~7+56*a"~2xc"2*xsqrt (- (4*a"2-c~2) x(-2*a~2+a"4-2*b"2*a"2
—2*%b"2+1+b"4+b"2%Cc"2) ) +24%b " 2xc " 2*sqrt (- (4*xa"2-c"2) * (-2xa"2+a"4
—2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2xCc"2) ) -48*a"2xc " 2*xsqrt (- (4*xa~2-c"2) *(
—2%a”2+a”4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%Cc"2) ) xb"2+224*sqrt (- (4*a"2
—c"2)*x(-2%a"2+a"4-2xb"2%a"2-2*%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"~6
+64*xa”5*c”2%b"2-28%a"5*c"4*xb"2+3*a"3*c"6xb"2+4*a"3*b"4*xc"4
—4*xsqrt (- (4*a~2-c"2) *(-2*%a~2+a"4-2%b"2*a"2-2%b"2+1+b"4
+b72%c"2)) *c"4*a"4+32xsqrt (- (4*xa”2-c"2) * (-2*xa"2+a"4-2xb"2*a"2
—2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"3*b"8-32*sqrt (- (4*xa"2-c"2) x(-2*a"2+a"4
—2%b"2%a”~2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *b"6*a"2+4*sqrt (- (4xa~2-c"2) *(
—2%a”2+a”"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) xb"4*c"4-4*sqrt (
- (4%a”2-c"2) *(-2%a"2+a"4-2xb"2*%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *c"6%b"2
+8*sqrt (- (4*xa”2-c~2) *(-2%a"2+a~4-2*xb"2*a"2-2*b"2+1+b"4
+b72%c"2) ) *c"4*a"2-24*xb"4*xc"2*sqrt (- (4*a"2-c"2) * (-2*a"2+a"4
—2%b"2%a”~2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) -32%a"5*c"2-3*%a"3*c"6+64*a"7*b"4
-64%a”~9%b"2+3*a"5*c"6+28*%a"bxc"4+112%a"9*c"2-32%a"7*c 4
-80%a”7xc"2-64*sqrt (- (4*xa”2-c"2) * (-2*a"2+a"4-2*b"2*a~2-2*b"2+1
+b"4+b"2%c"2) ) *a"9-32*xsqrt (- (4*xa"2-c"2) * (-2*a"2+a"4-2*b"2*a"~2
—2*%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *b"4*a"4+160*sqrt (- (4*a~2-c~2) *(-2*a~2+a"4
—2%b"2%a”~2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ¥*b"2*a"~6-64*sqrt (- (4*a"2-c"2) *(
-2%a"2+a"4-2xb"2%a"2-2*%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"9*b"2-16%*sqrt (
—-(4xa~2-c"2)*(-2%a"2+a"4-2%b"2%a"2-2*b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ¥a~9*c"2
+4%a"3*%Cc"4-8%a"3*%Cc"4*b"2+80*a" T*c " 2*b"2-32%a " 5xc"2*xb~4+96*sqrt (
—-(4%a"2-c"2) *(-2*a"2+a"4-2xb"2*%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"~2) ) ¥b"4*a"2
+192xsqrt (- (4¥a”2-c"2) * (-2xa"2+a"4-2*%b"2%a"2-2xb"2+1+b"4
+b"2%c”"2) ) *b"2%a"4-128*sqrt (- (4*xa~2-c"2) * (-2*a"2+a"4-2xb"2%a"2
—2*%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ¥*b"6*a"3+192*sqrt (- (4*a"2-c"2) *(-2*a"2+a"4
—2*%b"2%a”"2-2%b"2+1+b"4+b"2xc"2) ) *a"3*b"4+4xsqrt (- (4*a"2-c"2) * (
—-2%a”2+a”"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"3*c"4-128*sqrt (
—(4*a"2-c"2)*x(-2%a"2+a"4-2%b"2*%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2*Cc"2) ) *a " 7*b"2
—-64xsqrt (- (4xa~2-c"2) *(-2%a"2+a"4-2*b"2xa"2-2%b"2+1+b"4
+b"2%c"2)) *a"5-96*sqrt (- (4*a~2-c"2) * (-2*a”~2+a"4-2%b"2%a"2-2xb"2

13
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+1+b74+b"2xc"2) ) *¥a"8+64*sqrt (- (4*a~2-c"2) * (-2*a"2+a"4-2*b"2*a"2
=2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a~7-128%a" 7T*b"2-96*sqrt (- (4*a"2-c"2) *(
—2%a”2+a"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) b~ 2*a " 2+64*sqrt (
- (4%a"2-c"2) *(-2*a"2+a"4-2xb"2*%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ¥b"2%a"5
+16*sqrt (- (4*a~2-c"2)*(-2*a~2+a"4-2%b"2*xa"2-2+b"2+1+b"4
+b~2%c"2)) *a"bxc"2+32*xsqrt (- (4*xa”2-c"2) * (-2*xa"2+a"4-2*xb"2*a"2
-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a~11+32xsqrt (J axatal-of Basic Seieneess afio 2 (4), enero-abril 2016
—-2*%b"2%a”~2-2%b"2+1+b"4+b"2xc"2) ) *a"3-4*sqrt (- (4*a"2-c"2) * (-2*a"2
+a"4-2*%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2xc"2) ) *c"4-168*sqrt (- (4*xa~2-c~2) *(
—-2%a”2+a”"4-2*b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2*Cc"2) ) xc"2*a"4*b"2-8*sqrt (
- (4*a"2-c"2)*x(-2*a"2+a"4-2%b"2*a"2-2*b"2+1+b"4
+b"2%c"2) ) xc"2%a"2*%b"4+32*sqrt (- (4*a"2-c"2) * (-2*a"2+a"4
—2%b"2%a”~2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ¥a"b*c"2*¥b"2-24*sqrt (- (4*a"2
—c"2)*x(-2%a"2+a"4-2xb"2%a"2-2*%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ¥a~5xc 4*b"2
+20*sqrt (- (4*a~2-c"2) *(-2*a~2+a"4-2%b"2%xa"2-2%b"2+1+b"4
+b"2%c"2)) *a"3xb"4*xc"4-24*sqrt (- (4*a~2-c"2) *(-2*%a"2+a"4
—2%b~2%a~2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *¥a"3*c"4xb"2-160*sqrt (- (4*a"2
—c"2)*(-2%a"2+a"4-2%b"2xa"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a~4+64*sqrt (
-(4xa~2-c"2)*x(-2%a"2+a"4-2xb"2%a"2-2*%b"2+1+b"4+b"2*c"2) ) *a~7*b"4
-8*sqrt (- (4*a~2-c~2)*(-2*%a~2+a"~4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4
+b"2%c"2)) *a"bxc " 4+4*sqrt (- (4*a"2-c"2) * (-2*a"2+a"4-2xb"2%a"2
—-2*%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"T7*c"4-88*%a"4*xc " 2*sqrt (- (4*a~2-c"2) *(
—2%a”2+a”~4-2%b"2%a"~2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) +64*a”~9-128*a~11
—-8*sqrt (- (4*a~2-c~2) *(-2*a~2+a”~4-2%b"2%a"~2-2%b"2+1+b"4
+b72%c"2)) *c"2-48*sqrt (- (4*a”2-c"2) * (-2*a”~2+a"4-2%b"2%a"2-2xb"2
+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"b*xc"2xb"4-112*sqrt (- (4*a"2-c"2) *(-2*a"2+a"4
—2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2xc"2) ) *a"3*c"2*b"4+48*sqrt (- (4*a"2
—c"2)* (-2%a”~2+a"4-2%b"2%a"2-2xb"2+1+b"4+b"2*c"2) ) *b"6*a~3*c"2
+4xsqrt (- (4xa”2-c"2) % (-2xa"2+a"4-2*b"2*a~2-2*b"2+1+b"4
+b72%c"2)) *a"3*xc " 6*b"2+48*sqrt (- (4*a"2-c"2) *x(-2*a"2+a"4
—2*%b"2%a”"2-2%b"2+1+b"4+b"2xCc"2) ) *c"4*b"2*%a"2+80*sqrt (- (4*a"~2
—c"2) % (-2%a”"2+a"4-2%b"2%a"2-2xb"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ¥b"2*a~3*c"2
+80*sqrt (- (4*a”2-c"2) ¥ (-2*a"~2+a"4-2xb"2%a"~2-2*b"2+1+b"4
+b"2%c72) ) ¥a"T*c"2*%b"2+16*sqrt (- (4*a"2-c"2) * (-2*a"2+a"4
—2*%b"2%a”~2-2%b"2+1+b"4+b"2xCc"2) ) ¥a " Txc " 2+64*sqrt (- (4*xa"2-c~2) *(
—-2*%a”2+a”"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2*c"2) ) xb"4*a~5-64*sqrt (
—-(4%a"2-c"2) *(-2*a"2+a"4-2xb"2*%a"2-2*b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a~5%b"6
+32*sqrt (- (4*a~2-c"2) *(-2*%a"2+a"4-2%b"2xa"2-2%b"2+1+b"4
+b"2%c”"2) ) ¥a"2+40*sqrt (- (4*xa”2-c"2) * (-2*a"~2+a"4-2xb"2%a"2-2*%b"2
+1+b"4+b"2%c"2) ) *c"2*a"6+8*sqrt (- (4*a~2-c"2) *(-2*a"2+a"4
—2*%b"2%a”"2-2%b"2+1+b"4+b"2xCc"2) ) *b"6*c"2-16*sqrt (- (4*xa~2-c~2) *(
—-2%a”2+a"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"3*c"2-128*sqrt (
- (4*a"2-c"2)*x(-2*a"2+a"4-2%b"2*a"2-2*b"2+1+b"4
+b~2%c"2)) *b"2%xa"3;
end
function [w] = fUl(x,y,z)
w = max([abs(x),abs(y),abs(z)]);

end

minU = 100000000;

minX = 0;
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minY = 0;
minZ = 0;
uu = zeros(1000000,1);
T = 1000;
while T>0.0001
i=x + (unidrnd(3)-2)*step;
j=y + (unidrnd(3)-2)*step;
1=z + (unidrnd(3)-2)*step;
uj = fU1(£(1,j,1),g(i,j,1),h(i,j,1));
ui = fU1(£(x,y,2),8(x,y,2),h(x,y,2));
if uj < ui
ss=ss+1;
uu(ss)=fU1(£(i,j,1),g(i,j,1),h(i,j,1));
X=1i;
y=J;
z=1;
if minU > uj
minU = uj;

minX = x;
minY = y;
minZ = z;
end
else

volado = unifrnd(0,1);
p = exp((ui-ujd/T);
if volado < p

ss=ss+1;
uu(ss)=fU1(£(i,j,1),g(i,j,1),h(i,j,1));
X=1i;
y=3i;
z=1;
end
end

T=10/ (1+k) ;

n=n+1;

k=k+1;

end
UXYZ=[minU,minX,minY,minZ] ;
end
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