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En este trabajo se analizan algunas de las propiedades de la entropia topoldgica de
sistemas generados por funciones continuas en el intervalo [a, b]. Adem4ds, se muestran
resultados numéricos obtenidos a partir de la implementacién de un algoritmo basado
en el numero de doblez de las iteradas de la funcién.

This paper discusses some properties of the topological entropy systems generated by
continuous functions on the interval [a,b]. In addition, numerical results are shown
from implementation of an algorithm based in the lap number function.
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Introduccidn

El concepto de entropia fue introducido por el Fisico-Matematico Clausius Rudolf
Emmanuel en 1865, y establece que la energia no sélo puede medirse en cantidad, sino
también en calidad; a mayor entropia, menor calidad de la energia y mayor tendencia al
caos.

En matematicas, este concepto fue introducido con la finalidad de medir la comple-
jidad de un sistema. Usando la similitud con la fisica, se propone que el incremento en el
desorden de las orbitas de un sistema tenga asociado el incremento de su entropia, por lo
que un sistema se dice que es cadtico cuando éste tiene entropia positiva. Para calcular la
entropia de un sistema de drbitas generado por las iteradas de una funcién, se han
desarrollado diferentes herramientas a partir de los itinerarios de los valores criticos de la
funcién, [3, 2, 5]. En este trabajo se define y se presentan algunas de las propiedades de la
entropia topoldgica de funciones continuas en el intervalo [a, b]. Ademds, se muestran
resultados numéricos obtenidos a partir de la implementacién en MATLAB de un
algoritmo propuesto por [1], el cual estd basado en el nimero de doblez de las iteradas
de la funcién.
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Recibido: 17 agosto 2015. Aceptado: 08 noviembre 2015. Publicado: 01 enero 2016.



2 D. Gonzélez, G. Blé

1. Funciones multimodales

Definicién 1.1. Una funcién continua f : I = [a,b] — I, es m-modal si existe una

sucesién de puntos
a=cp <1 <. <Cp<Cpy1=0b,

tal que f es estrictamente monétona en cada intervalo [¢;, ¢;+1] v alternadamente
creciente, decreciente en esos intervalos.
Al niimero m + 1 se le llama nimero de doblez de f y se denota por £(f)*.

Sea ¢ una sucesion alternada de signos. Una funcion m-modal tiene la forma o, si f
restringido a [¢;, ¢;j41] es creciente cuando o= 1 o0 es decreciente cuando o; = —1. Si fes
diferenciable, ¢; se identifica con el signo de f'(z) para z € (¢;j, ¢j+1). Se dice que f tiene
forma positiva (negativa), si es creciente (decreciente) en [a, ¢1].

En la figura 1 se muestra la grafica de una funcién 4-modal, con forma positivay £(f) = 5.

Figura 1. Gréfica de una funcién 4-modal

Definicién 1.2. Se dice que una funcién m—modal f: I — I es de frontera anclada, si

f({a, b}) S {a, b}

En la figura 2 se muestran los cuatro casos posibles de graficas de funciones m—modales
con frontera anclada. El caso m impar corresponde a las dos graficas del centro y el caso m

par a las graficas de los extremos.

Para definir el itinerario de una funcién f : I — I m—modal con ¢y, co, - ,Cn
puntos de doblez, particionemos el intervalo I en 2m + 1 conjuntos con interior
disjuntos

I=LuCiULUCyU..UC,UlI,,

donde Cj es el conjunto {¢;} y los conjuntos

I() = [a,cl), 11 = (61,62),..., Im = (Cm7b],

Ldel inglés lap number
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Figura 2. Funciones de frontera anclada

son las componentes conexas de

donde la funcién f no cambia de monotonfia.
Ahora tomemos los Cj sylosI j s como simbolos abstractos y formemos el conjunto
U=A{l,C1,I1,Csy....Cprp, I }.
Definimos un orden natural en

Ih<Ci<h<Cy<..<Cyp<Iy.

Definicion 1.3. El itinerario de un punto x € I se define como la sucesién de simbo-
los {Ax(z)} en U tal que

I; i fk I
Ap(z) = J S? fk(x)e Js
Cj, siff(z) =¢.
Donde f¥ = fo fo...o f denota la composicién de f consigo misma k veces.
Ejemplo 1.4. Sea f(x) = 3z(1 — z) la funcién logistica de pardmetro 3. f tiene la

forma o = (+, —) y su tnico punto critico es z = 1. Por lo tanto & = {Iy,Cy,I;} con
Iy =10, %), I, = (%,1],01 = {%} Si zg = 0.1, entonces

I(LC()) = 101011]1[1 ey

como se muestra en la figura 3.

Definiremos un orden parcial < en 4", apoydndonos del orden natural de i, y de
una funcién € : 4 — {—1,0,+1} que se define de acuerdo a la forma o de la funcién

m—modal, como sigue
oj, stv=1;
e(v) =9 " ’
0, siv=Cj.

Sean A = (Ag, A1, As,..) y B = (By, B1, Ba,...) sucesiones en 4. Diremos que
A < B si existe un entero k tal que

A, =B; para 1<k,
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Ak < By, si 6(A0)6(A1)...€<Ak_1) =41, o
Ak > Bk si E(Ao)G(Al)...G(Ak_l) = —1.
52 Si €(Ao)e(Ar)...€(Ap—1) = 0, es decir si A; = B, = Cj para i < k, y algin

s j €{1,2,..m}, el orden no se define.

54

o

Ejemplo 1.5. Sea f la funcién del ejemplo 1.4 y sean A, B las siguientes sucesiones:
A 210]0[1[0[0... y B = 10]()]1[1[1...

ss Como A; = B; parai = 0,1,2, A3 < B3 y e(lo)e(lp)e(I1) = (+)(+)(—) = —, se
ss concluye que B < A.

57 Mas generalmente se tiene la siguiente propiedad.

s Proposicion 1.6. Sea < el orden en 4" correspondiente a una funcién m—modal f, I(x)
so e I(y) itinerarios de x y y bajo f, respectivamente. Se cumple lo siguiente:

o 1) Siz <y entonces I(z) <X I(y).

o ii) Si I(z) < I(y) entonces x < y.

2 Demostracién. Supongamos que z < y y que I(z) = Agd14y... # I(y) =
¢ BogB1By.... Sean > 0 tal que A; = B; parai = 0,1,...n—1y A, # B,, Co-
e« mo A; = B; parai = 0,1,...,n — 1, tenemos que no hay puntos de doblez en los
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intervalos [z,y], f([z,y]), ... f""*([z,y]), pero si existe un punto de doblez c; en
el intervalo f"([z,y]), por lo que f" es mondtona en el intervalo [x,y]. Ademds, si
€(Ip)e(Iy)...e(Ix—1) es positivo (negativo) f™ es creciente (decreciente) en el intervalo
[z, y].

En el caso positivo z < y = f"(z) < f"(y) = A, < By,

en el caso negativo z < y = f"(z) > f"(y) = A, > By,

de donde se concluye que I(x) < I(y).

El inciso ii) se demuestra usando el mismo argumento. <

Dentro de los itinerarios de los puntos del dominio de f, distinguiremos los itine-
rarios de los valores criticos?, denotandolos por

Ky =1(f(ej) € W,
los cuales juegan un papel muy importante, en el estudio de la dindmica del sistema.

A cada funcién m — modal se le asocia la m — ada formada por los m itinerarios
de los valores criticos.

K(f)= (K1, Ks,...,K,).

A este vector de itinerarios le llamaremos el itinerario principal® de la funcién f.

1.1 Sucesiones admisibles

Es importante mencionar que no todas las sucesiones en Y, representan el iti-
nerario de algin punto z. Por ejemplo, si f : X — X es una funcién continua, no
constante y ¢; € X es un punto critico que no es punto fijo de f, entonces la sucesién
(C;C;C; . ..) no representa un itinerario de f. Lo que es cierto, es que si x € I y su
itinerario estd dado por

I(l‘) :A()Al...,

entonces se debe cumplir:

Condicién de compatibilidad 1: Si el simbolo A;, es igual a algin C}, entonces
la sucesién (Api1, Agto,...) es igual K el itinerario del valor critico f(c;)
En vista de esta condicién, es conveniente determinar en la sucesién (Ag, A1, ...) el
primer C; que aparece en ésta.

Condicién de compatibilidad 2: Si Ay = I;_; o A; = I;, entonces la sucesién
(Ag41, Agpta,...) satisface alguna de las siguientes dos condiciones:

(Ak+17Ak+2) ) S K}

(Akt1, Akt ...) > K,

2En inglés kneading sequences
3En inglés kneading data
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dependiendo si se tiene un minimo local o; = —1, 0 si 0; = +1 (se tiene un méximo
local).

Con estas dos condiciones podemos empezar a caracterizar las sucesiones en LN
que representan un posible itinerario.

Definicion 1.7. Una sucesién de sfmbolos (Ag, A1,...) € U se dice que es admi-
sible para el itinerario principal K(f) = (Ki, Ko, ..., K,,) € (UY)™, si satisface las
condiciones de compatibilidad 1 y 2.

2. Entropia topoldgica

En esta seccién daremos la definiciéon de entropia topoldgica en general para una
funcién f: X — X, con X un espacio topolégico compacto y mostraremos algunos
resultados que nos permiten calcularla cuando nos restringimos a funciones definidas
en un intervalo.

Definicién 2.1. Sea X un espacio topolégico compacto. Una cubierta abierta de X
es una coleccion de conjuntos abiertos cuya unién es X. Una cubierta abierta 5 se
dice que es un refinamiento de una cubierta abierta «, si cada conjunto abierto de 3
se encuentra en un conjunto abierto de «, y se denota por a < .

Se dice que [ es una subcubierta de « si cada conjunto abierto de 8 es un conjunto
abierto de a.

Definicion 2.2. Si ay [ son dos cubiertas abiertas, su “unién” es la cubierta abierta
que consta de todos los conjuntos AN B con A € a, y B € 3, y se denota por a V f3.
Asi aV 8 es un refinamiento de las dos cubiertas a y .

Dado que X es compacto, cada cubierta abierta tiene una subcubierta finita. La
entropia de una cubierta abierta a se define como

H(a) = log(N(a)).

Donde N(«) es el ntimero minimo de conjuntos abiertos en cualquier subcubierta
finita. Evidentemente H(a) > 0, y la igualdad se da si y solo si, X € a.

Sea f: X — X una funcién continua. Para cualquier cubierta abierta o de X,
denotamos por f~"a ala cubierta que consta de los subconjuntos de la forma f~"(A),
con A € a, y por o al conjunto \/?:_Olffloz.

A partir de las propiedades de la imagen inversa se obtiene que la sucesién H(a V
..V f7""1a) es una sucesién subaditiva y en consecuencia el limite

h(f,a) = lim H(aV flav..v f"la)

n—00 n

existe.

Journal of Basic Sciences, Vol. 2 (4), Enero-Abril 2016
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Al limite h(f,a) se le llama entropia topoldgica de f relativa a la cubierta «, y
satisface
0<h(f,a) < H(a).

Usando las propiedades de la imagen directa con respecto a la interseccién de con-
juntos se obtiene la siguiente afirmacién

Afirmacién 2.3. Si f es un homeomorfismo entonces h(f~1, o) = h(f,a)

Demostracién. Para demostrar esta afirmacién observemos que

H(aV ..V 7o) = H(f" Ya V..V ")

(
(f"lav..Va)
(
(a

aVv..Vv " la)
vV (f _) oz...\/(f_l)_7L+1a).

H
H
H

Por lo tanto

H(aV f~lav..v f"*la)

H(fa a) = nlingo .
= lim H(a\/(f_l)_la...\/(f—l)—n,+1a)
n—»o0 -
= H(f', ).

Definicién 2.4. Sea f: X — X, al nimero

h(f) = supoh(f, )
se le llama entropia topolégica de f, donde el supremo se toma sobre todas las

cubiertas abiertas de X.

2.1 Entropia de funciones en el intervalo

En este apartado nos restringimos al caso en que X = I es un intervalo compacto y
mostraremos algunos resultados que permiten calcular la entropia en este caso. Estos
resultados pueden ser consultados y ampliados en [2].

Proposicién 2.5. Sea f: I — I una funcién continua. Si existen intervalos cerra-
dos disjuntos Ji, ..., J, tales que

JIU.UJ, CFT) i=1,...p

entonces h(f) > log p.

Journal of Basic Sciences, Vol. 2 (4), Enero-Abril 2016
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Demostracion. Como los J; son disjuntos podemos elegir intervalos abiertos dis-
juntos por pares G, ...,G, con J; C G; para i = 1,...,p. Podemos tomar intervalos
abiertos G, + 1, ..., G,, que satisfagan G; N Jy =0 parap+1<i<qy 1<k <p,de
modo que obtengamos una cubierta abierta finita a.

Para cualquier entero positivo n y cualquier ¢; con 1 <4, < p el conjunto

Jioi, =iz xed,, flx)eJ?, .., fui(x) € J;}

es no vacio. Cada punto de este conjunto estd contenido en un tunico elemento de

aV flav..v f7"la, a saber,

Gh n f_l(Giz) n...N f_n_‘—l(Gin)'
De donde se obtiene que
H(aV flav..Vv " a) > nlog p.

Por lo tanto h(f,a) > log p y en consecuencia, h(f) > log p. <

Una forma sencilla y util para calcular la entropia de funciones monétonas por
piezas de un intervalo en si mismo, lo proporciona el siguiente resultado.

Proposicion 2.6. Si f : I — [ es una funcién continua mondétona por piezas,

entonces log 4( f7
h(f) = tm ")

n— o0 n

donde £(f") es el nimero de doblez de ™.

Demostracién. Existe una cubierta a« = a(n) de I que consiste exactamente de
£(f™) intervalos disjuntos y en cada uno de ellos f™ es mondtona.
Para cada entero positivo j,

cjlon f1) < ((f")Y,

y en consecuencia

log Cj(.oﬁ fTL) < logg(fn)
j =

Por lo tanto A(f)

cuencia

para cada entero positivo n, y en conse-

R _ log (™)
- n n

h(f) < lim w.

n—00 n

Por otro lado, sea v la colecciéon de intervalos abiertos maximos en los que f
es mondtona, y sea 0 la coleccién de puntos que son extremos de estos intervalos.
Entonces f = U ¢ es una cubierta de I que consiste de 2k; + 1 intervalos disjuntos.
Sea m un entero positivo y J un intervalo maximo en el que f" es mondétona. Para
cada i = 1,...,n existe un tnico elemento A; de v tal que f~!(J) C A,. Entonces
{A1,..., A} es una cadena en $". De su maximalidad se sigue que los intervalos

Journal of Basic Sciences, Vol. 2 (4), Enero-Abril 2016
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maximos distintos en los cuales f" es mondtona corresponden a elementos distintos
de ™. Asi £(f™) < ¢,(B, f) para cada entero positivo n, y por lo tanto

1 g n
i 108 (f")
n— oo n

< B*(f,B8) = h(f).

En el siguiente ejemplo se muestra el calculo de la entropia usando el nimero de

doblez £(f™).

Ejemplo 2.7. Sea I =[0,1] C R,y T : I — I, definida con la siguiente regla de
correspondencia
2z, sio<z<i
T'(z) = 1 2
2(1—-2x), sig<z<l1

Figura 4. Gréfica de la funciéon T

A la funcién T se le conoce como la funcién tienda, por la forma de su gréfica
(véase la figura 4).

Notemos que ¢(T?) = 22 y ¢(T?) = 23, como lo muestra la figura 5 y por induccién
se obtiene que ¢(T") = 2". Usando el teorema 2.6 se tiene que

log(2")

h(T) = lim

n—o00 n
log(2
— gy Mlos(2)
n—oo n

= log(2).

Journal of Basic Sciences, Vol. 2 (4), Enero-Abril 2016
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—T
—?
—_T3
22z, siOSxSi =
S 1 Loy
T2(z) = 2(1 — 2z), 51.11§ z < 53
22r—1), sig<az<g W
2?(1-z), sid<z<1 |
vz

Figura 5. Gréfica de T, T2,y T®

2.2 Entropia e itinerario principal

En esta seccién se muestra la relacién entre la entropia topoldgica y las sucesiones
admisibles. Ademads se mostrara que la entropia de una funcién f, esta determinada
por el itinerario principal.

Para una funcién m—modal denotamos por Adm(f,k) al nimero de sucesiones
acriticas (sucesiones que no contienen C;) de longitud k que son admisibles. En el
caso de funciones de frontera anclada, este nimero se relaciona con el nimero de
doblez y la cubierta \/f;o1 ~i{( de la siguiente manera,

Lema 2.8. Sea f:I — I una funcién m—modal de frontera anclada, entonces

k—1
((f*) < Adm(f,k) < card [ \/ f7'1 (1)
=0

Demostracién. Para verificar la primera desigualdad, sea m = £(f*), es decir f*
tiene m subintervalos I; donde f* no cambia de monotonfa. Si tomamos z; € I;, se
tiene que {A(f/(x;)):j =0, -k — 1} es una sucesién admisible de longitud &, y en
consecuencia £(f*) < Adm(f, k).

Por otro lado, si Ag,---Ar_1 es una sucesién admisible de longitud k, entonces
Nizo

<

Observemos que el lema anterior, nos garantiza la desigualdad (1) para el caso de
funciones de frontera anclada. Cuando la funcién no es de frontera anclada, se puede
extender a una funcién de este tipo, con el mismo itinerario principal. El siguiente
resultado lo demostraremos para el caso cuando f tiene la frontera anclada, pero es
vélido en general para funciones m—modales [5].

Journal of Basic Sciences, Vol. 2 (4), Enero-Abril 2016
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Teorema 2.9. Sif:I — I esuna funcién m—modal, entonces la entropia topologi-
ca de f estd determinada por su itinerario principal.

Demostracion. Este resultado lo demostraremos para el caso cuando f tiene la
frontera anclada, el caso general para funciones m—modales se puede consultar en

[5]-

Supongamos que f es de frontera anclada y recordemos que las sucesiones admisi-
bles estan determinadas por el itinerario principal de f.

Como la funcién logaritmo natural es creciente, de la ecuacién (1) del lema 2.8 se
obtiene

k k—1p—1
lm log 2(f") < lim log Adm(f, k) < lim log card(V;=, il).

k—o0 k T k—oo k T k—oo k

Es decir loe A
B(f) < Jim %m(f’k) < h(f,40) < h(f).

De donde se obtiene que

h(f) = lim w.

Esto nos dice, que la entropia de una funcién f de frontera anclada, esta determinada
por su itinerario principal.

<

3. Resultados numéricos

En esta seccién se muestran algunos calculos numéricos de entropia de funcio-
nes. Los resultados se obtuvieron de la implementacion en MATLAB del algoritmo
publicado en [1], el cual estd basado en la proposicién 2.6.

Sea f,(x) = 4vx(1 —z) 0 < v <1, la familia de funciones logisticas. Esta familia
tiene un tdnico punto critico, ¢ = %, y el valor critico es v. Adem4s, esta familia
presenta bifurcaciones a medida que crece el pardmetro v.

En la parte inferior de la figura 6 se muestra la grafica de h(f,) para 0 < v <1
y en la parte superior se muestra el diagrama de Orbitas atractoras existentes en
la familia (diagrama de bifurcacién). En el diagrama se puede observar que cuando
v < % existe un punto fijo atractor, seguidamente aparece una érbita de periodo 2
atractora la cual se bifurca y da origen a una érbita de periodo 4, y asi sucesivamente
hasta llegar al pardmetro de Feigenbaum (vp &~ 0.8925 - - - ), apartir del cual aparecen
Orbitas atractoras de periodo diferentes a 2".

En la figura 7, se muestra un acercamiento de la grafica de la funcién entropia y
del diagrama de bifurcacion.

Para mostrar el comportamiento de la entropia en funciones m— modales, tomemos
la familia de funciones f,,, = fi, o fy, en la cual existen pardmetros donde las funciones

Journal of Basic Sciences, Vol. 2 (4), Enero-Abril 2016
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Diagrama de bifurcacion
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Figura 6. Diagrama de bifurcacién y grafica de h, para la familia logistica.
Diagramea de hifurcacidn
1 07 - - - - -
0.8
06+
0.8
0.7 051
0.8
04r
; 0.5
0.4 03F
0.3 021
0.2
sl g
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v

Figura 7. Diagrama de bifurcacién y funcién entropia.

203 son unimodales, o tres modales, pero todas tienen en comun el punto critico ¢ = %
20 Estos modelos fueron usados por Kot y Schaffer [4] para estudiar el crecimiento de
25 poblaciones que se reproducen en dos estaciones del ano.
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206 Para calcular la entropia de f,,, se toma una malla en el dominio, con tamano de

27 paso 51y, y una condicién de paro (error) de e = 107°. Los resultados obtenidos se

28 pueden observar en las figura 8, los cuales muestran el comportamiento creciente de

20 la entropia, alcanzando su valor méximo en el pardmetro (1,1). En la figura 9, se

210 muestra un acercamiento de la funcién entropia y de las curvas de nivel en la region
significativa.

1)

Curvas de nivel

roq08

o108

Figura 8. Gréfica de h y curvas de nivel en el espacio de pardmetros.

211
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Curvas de nivel

%

Figura 9. Funcién entropia y curvas de nivel.

212 4. Conclusiones

213 En la figura 6 se puede observar que en los parametros menores al Feigenbaum
as (vp ~ 0.8925---), el valor que se obtiene es menor que 1073. Analiticamente es
25 conocido que el valor de la entropia para estos pardmetros es cero [2, 3], por lo que
216 el valor obtenido numéricamente corresponde al error cometido en la aproximacién.

217 Para parametros mayores a vp, el valor de la entropia es positiva y ademas es
28 creciente hasta alcanzar el valor log(2), el cual corresponde a la entropia del pardmetro
20 v = 1. En otras palabras, después del pardmetro vp se presenta el caos en la familia
20 logistica.

o) La familia logistica es un ejemplo de familia unimodal y como solo hay un punto
2 critico la entropia estd determinada por la érbita de éste. En la figura 8 se muestra la
223 entropia de una familia 3—modal, la cual resulta de la composicion de dos logisticas.
2¢  All{ se puede observar que la entropia en el cuadrado [0, vr] x [0, vr] sigue siendo cero,
2»s  por lo que en ese conjunto de pardmetros no existe el caos. Por otro lado se puede
26 observar que en el cuadrado [vp, 1] X [up, 1] la entropia es positiva por lo que la com-
27 posicion de dos funciones cadticas genera una funcién cadtica. Por dltimo podemos
»s  observar que en el rectdngulo [vr, 1] X [0, vF] se tiene tanto entropia cero como positiva
20 esto implica que la composicién de una funcién cadtica con una ordenada(entropia
20 cero) puede dar como resultado caos u orden.
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