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Resumen

En este trabajo se resuelve la ecuacion
maestra que gobierna la dinamica de la
interaccion entre un campo electromagnético
cuantizado y un atomo de dos niveles en el
régimen dispersivo en una cavidad con pérdidas.
Tales pérdidas se deben a la interaccion del
sistema con su medio ambiente. El problema se
resuelve usando una técnica de superoperadores.
Se muestra que es posible recobrar informacion
del sistema aln para un numero reducido de
fotones en la cavidad. Se presentan colapsos y
revivimientos que dependen del grado de
disipacion en la cavidad, lo que determina el nivel
de interaccidn entre el &tomo y el campo.

I. Introduccién

La Optica Cuéntica actualmente es una de las
ramas de la fisica que en los Gltimos afios ha
tenido un acelerado desarrollo gracias al progreso
de técnicas tedrico-experimentales que permiten
crear y detectar un fotén, asi como estudiar un
atomo dentro de una cavidad, por ejemplo [5].
Este trabajo esta dedicado integramente al analisis
de sistemas en cavidades, lo que recae en el centro
de uno de los temas clésicos en Optica Cuantica:
La electrodinamica cuantica de cavidades, mas
conocida como CQED, por sus siglas en inglés. En
este contexto se describe el mecanismo de
interaccion entre atomos y fotones en cavidades, y
se trata de esclarecer los detalles del enredo entre
estos subsistemas. La teoria acerca de un atomo
acoplado a un campo de radiacién de un sélo
modo en una cavidad fue desarrollada con éxito
por Jaynes y Cummings en 1963 [9], seguido de
una serie de articulos relacionados a ello. La
aparicion de estos trabajos abrié camino hacia una
ola de publicaciones acerca de sistemas en
cavidades cuanticas [5]. Ahora bien, cuando
consideramos una cavidad ideal, es decir, sin
pérdidas de energia, los detalles de la interaccion

tienden a esclarecerse (por ser un modelo ideal);
pero cuando se considera una cavidad real, es
decir, con disipacién debido a la interaccién del
campo de la cavidad con el medio a través de las
paredes (espejos), la descripcion de la dindmica se
complica. El problema de la dindmica entre un
atomo de dos niveles interactuando con un campo
cuantizado en el limite dispersivo en una cavidad
disipante ha sido tratado exactamente por Peixoto-
Nemes [3]. En este trabajo se definen
superoperadores y se aplican estos a la solucion
de la ecuacién maestra que describe tal problema,
lo que conduce a una solucidn directa y analitica.

1. Modelo de Jaynes-Cummingsy la
aproximacion dispersiva

En esta seccion se describe la interaccion
entre un campo de radiacion monomodo
cuantizado y un atomo de dos niveles con un solo
electrdn, i.e, la interaccion atomo-campo. Es obvio
que so6lo se tendran dos estados atémicos: e el
nivel excitado y g el nivel fundamental.
Supondremos que el sistema atomo-campo se
encuentra en una cavidad ideal.

La interaccion del campo cuantizado con el
dtomo puede ser descrito por el siguiente
hamiltoniano

H=Hg+H,+Hue , 1)

donde H- y H, son las energias del campo y

del atomo en estado libre, respectivamente; es
decir, en ausencia de interacciones, mientras que

H,e es el hamiltoniano que representa la

interaccion. Es bien sabido que la energia del
campo cuantizado esta dada por

e =hoolata+l), @)
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siendo o, la frecuencia de oscilacion del modo

del campo; a* y a son los operadores de
creacion y aniquilacion de fotones. El
hamiltoniano del 4&tomo libre esta dado por

Hp =1hogs,, (3)

donde o, es la frecuencia de transicion atomica.

Se observa que la matriz de Pauli &, nos define el
hamiltoniano del 4tomo en estado libre.
Finalmente, el hamiltoniano de la interaccion esta
dado por

Ay =holas_ +as, ). @)

El término a*&_ describe el proceso en el cual el
atomo realiza la transicion del estado excitado al
estado base y se crea un foton, en tanto que el
término &&, describe el proceso inverso. Por lo
tanto, la energia es conservada en ambos procesos.
El coeficiente #Q) es la constante de interaccion,
siendo Q la frecuencia de Rabi, que mide el
acoplamiento entre el atomo y el campo.
Entonces, el hamiltoniano completo de la ecuacién
(1) puede ser reescrito como

A = hood 8+ Loy s, +10(a"s_ +as, ), (5)

lo que se conoce como el Modelo de Jaynes-
Cummings (MJC) [9]. Las matrices de Spin de la
ecuacion (5) estan dadas por

. (1 ojA {0 1JA (o OJ
G, = 6, = 6_ = . (6)
0 -1 00 10

Ahora derivamos la condicidn de validez de la
aproximacion dispersiva para el caso no resonante
en este modelo. Para esto, definimos la desintonia
COMO 3 =gy —wy, que mide el defasamiento

entre los dos subsistemas. El limite dispersivo es
alcanzado cuando H,r puede ser considerado

como una perturbacion pequefia en el sentido de
que

8>>ﬁ§2, @)

donde mes el nimero promedio de fotones en el
campo. Tenemos entonces un defasamiento
grande, llamado “limite dispersivo™, para el cual
se obtiene un hamiltoniano efectivo de interaccion
[3], dado por

Al =ratas, ®)
donde y =97 sera la constante de interaccion, en

tanto que la matriz &, esta dada en la ecuacion

(6). En esta aproximacion los estados tienden a
desacoplarse, la intensidad del campo disminuye
por lo que ya no logra provocar excitaciones en el
atomo, y por consiguiente no hay intercambio de
energia pero continda habiendo dindmica en el
sistema, es decir, hay oscilacion dipolar en el
atomo debido al campo.
I11. Modelo del problema

Ahora consideramos una “cavidad no ideal”.
En esta cavidad se tendrd un 4tomo de dos niveles
interactuando con el Unico modo del campo
cuantico, donde también serd considerado el
medio ambiente que envuelve a la cavidad. El
campo monomodo es excitado por este medio,
accion que genera las pérdidas de energia. En la
préctica se trabaja con atomos de Rubidio.

En la descripcién de interaccion y en la
aproximacion dispersiva, la ecuacion maestra que
gobierna la dindmica de un atomo de dos niveles
acoplado con un campo electromagnético
cuantizado en una cavidad con disipacion es

2ol sl o

donde p=p(t) es la matriz de densidad del
sistemay

Tp=2vyapat —yatap—ypa‘a, (10)

siendoy la razon de decaimiento de la cavidad. El

segundo término de la ecuacion (9) es el operador
de las pérdidas que describe la disipacion vy
corresponde a un campo de vacio.

IV. Solucién. Técnica de superoperadores
Ahora nos enfocamos a la solucion de la
ecuacion de movimiento del sistema dada por (9),
donde el hamiltoniano esta dado por (8). Para esto,
definimos los superoperadores [1,7]

(p=-Tatap-pita‘a (11)

Ip=2vapa’, 12)

donde I"* es el adjunto de ", dado este por
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D=yl +ixs, (13)
con

T =[e)le[+[g){g]- (14)
Es facil mostrar que
[L,ap=5.3p, (15)
donde el superoperador S es definido como
S.p=Tp+pl*. (16)
Se les denomina superoperadores debido a su
accion sobre la matriz de densidad. Estos tienen la

propiedad de actuar por la derecha y por la
izquierda de esta matriz al mismo tiempo.

Al sustituir (8) en (9) con A=1 vy
considerando (10), se obtiene facilmente que

D_(L+3p. (17)

Ahora suponemos que inicialmente el vector
de estado del atomo estd dado por el estado puro

wa)=(e+la), (18)

y que el estado del campo es un estado coherente
|a) [6]. Podemos entonces considerar que la

funcién de onda inicial total del sistema esta dada
por la expresion

wO)=lvajo= 4 (e+lg)o). @9

La solucién a la ecuacion (17), sujeta a la
condicion inicial (19) es

p(t)=e7xp(0), (20)

donde p(0)es la matriz de densidad inicial, la cual

describe un estado inicial puro o un estado inicial
mezclado del sistema total.

Proponemos la siguiente factorizacion para
(20)

p(t)=ee ™ p(0), (21)

donde

()= % . (22)

Tenemos entonces completamente definida la
matriz de densidad por (21).

Si consideramos el estado inicial dado por
(19), la matriz de densidad inicial se escribe como

p(0)=| w(O)(w(0) =|wa)wal o)a|. (23)

Ahora necesitamos operar esta matriz con el
exponente de los superoperadores dado en (21).
. . . f(t)d R
As, al aplicar el exponencial €' ®’sobre p(0)

en su forma de serie de Maclaurin tenemos

eTp0)= 30 Al g

n!
n=0

esto debido a que f es un superoperador atémico
y operard sélo sobre estados atémicos, en tanto

que J actuara solo sobre estados de campo. Bajo
un poco de algebra se muestra que

e () nr
S

(+e) A (22)

fn‘WA><l//A‘ =

(1—e’2§*‘

+(2§*)n)r a)ef, (25)

con E=vy+iy y r=2% . Esbien sabido que
jn :(Zy)”\a\zn\aXoc\ : (26)

Considerando (25) y (26) en (24), y
sustituyendo esta Gltima en (21), se obtiene
finalmente la matriz de densidad total del sistema

s(0)=[ & el e ajale
T e e e ale

27)

Esta matriz describe la evolucién temporal del

sistema y permite extraer informaciéon de la

dindmica entre el a&tomo y el campo de la cavidad,
como se vera en la siguiente seccion.

V. Resultados
Un primer e importante resultado ha sido la
obtencién de la matriz de densidad dada por la
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ecuacion (27). Ahora calculamos el valor
promedio de la observable &, es decir, el dipolo

eléctrico (&, =&, +&_) mediante la ecuacion
<6x> =Tr[b(t)6x]= z <m"p(t)6x‘ m> , (28)
m=0

siendo ﬂm>} una base arbitraria consistente de un

conjunto completo de estados ortonormales. Al
realizar este calculo se obtiene la funcién sencilla

(6,)= g el cos{a\ ? [7/,8 —e sen(Z;(t)]} ,
(29)

donde las cantidades ¢ y /3 aparecen definidas
en [7]. Ahora graficamos esta funcién para
diferentes grados de decaimientos. Sean @ =3 y
7 =1, entantoque t=[08].
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Grafica 1. Revivimiento para decaimiento
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Grafica 2. Escasa dinamica para
decaimiento débil.

El promedio nos da la probabilidad de
encontrar al &tomo ya sea en el estado excitado o
en el estado base, es decir, se mide la polarizacion
atémica. En la grafica 1 se observa que para
decaimiento cero se tiene un “revivimiento™, por

lo que no se pierde informacion. En esta situacion
se tiene el maximo acoplamiento, lo que provoca
oscilacion dipolar, es decir, hay mayor dinamica.

En la grafica 2 se observa que en presencia
de pérdidas, comienza a haber poca respuesta por
parte del ensemble ya que los estados del atomo y
el campo tienden a desacoplarse, la interaccion
empieza a morir al disiparse la energia que es la
causante de los revivimientos, la cual es absorbida
por el medio. En este caso hay escasa oscilacion
dipolar en el atomo y la dindmica tiende al
“colapso”, como es evidente. El flujo de energia
depende de la constante de transmision de los
espejos. En la practica se utilizan espejos de muy
alta calidad.

V1. Conclusiones

El problema se resolvi6 usando la técnica de
superoperadores, lo que muestra que el método
funciona adecuadamente. Se muestra ademéas que
es posible revivir las oscilaciones aun para un
namero reducido de fotones.

Se utiliz6 como laboratorio el MJC en el
limite dispersivo en una cavidad disipativa por
varias razones: porque es el modelo que describe
la interaccién, porque se puede obtener una
solucion analitica y porque es posible hacer
pruebas experimentales de la actual prediccion.

Finalmente, se concluye afirmando que las
pérdidas afectan al sistema ya que se pierde
informacién del campo y de su interaccién con el
atomo; pero también es importante saber de que
manera esta afecta al sistema. Para trabajo
inmediato se usara este método de solucién para
medir la funcion de onda de un campo
electromagnético desconocido en la cavidad.
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