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Resumen

Se presenta un problema del precio justo de una opcién Americana y el momento éptimo de
ejercicio. Aqui, el problema es formulado como un Proceso de Decision de Markov con
criterio de recompensa descontada. El modelo binomial se usa para modelar el proceso del
precio del activo financiero considerado en el problema. Se presenta un algoritmo para
determinar el precio justo y el momento éptimo de ejercicio de una opcion Americana.

Palabras claves: Modelo binomial del mercado financiero, Opcion Americana, Procesos de

Decision de Markov, Criterio de recompensa descontado, Iteracion de valor.

Abstract

Introducing a problem of the fair price of an American option and the optimal time of the
exercise. Here, the problem is formulated as a Markov Decision Process with discounted
reward criteria. The binomial model is used to model the process of financial asset price
considered in the problem. An algorithm is presented to determine the fair price and the best
time of exercise of the American option.

Keywords: Binomial model of financial market, American Option, Markov Decision Processes,
Discounted reward criteria, Iteration value.
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1. Introduccidn

Al realizar un nuevo proyecto se necesita de un activo financiero, el cual presenta cambios de precios considerables.
Es supuesto que se tiene un techo financiero para el proyecto, hay gran interés en el comportamiento del precio del
activo para la adquisicién del mismo. Se asume que la inversion en el activo es de tal manera que no influye en los
precios.

Se necesita cierta cantidad del activo financiero y sélo es posible pagar hasta cierto precio por él. Entonces, se debe
observar el precio del activo y comprar en el mejor momento. Revisando la literatura, es viable obtener una opcién
de compra Americana para el activo financiero. Ahora, el problema es determinar el precio justo de la opcidn
Americanay el tiempo éptimo de ejercicio. Una manera de hacerlo se encuentra en [1].

Aqui se presenta un algoritmo para determinar el precio justo y el momento éptimo de ejercicio de la opcidn
Americana.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En la seccién 2 se introduce un resumen de la teoria de los
Procesos de Decision de Markov, los cuales son utilizados en el trabajo. En la seccidon 3 se define el Mercado
Financiero para el activo, esto es, se da un modelo para analizar la evolucion del precio del activo. En la seccidon 4 se
da un resumen de la teoria del problema de paro con horizonte finito. En la seccidn 5 se formula el problema del
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precio de una opcidn Americana como un Problema de Decision de Markov y, finalmente, en la seccion 6 se da
solucidn al problema del precio justo y el tiempo dptimo de ejercicio de una opcién Americana.

2. Procesos de Decision de Markov de Horizonte Finito

Este modelo se debe a que en el problema se tiene una fecha establecida para la realizacién del proyecto. Aqui se
da la estructura del modelo.

2.1 Modelos de Decision de Markov

Un Modelo de Decision de Markov estacionario con horizonte de planeaciéon N € N consiste en un conjunto de datos
(E,A, D, Q,r,ry) con el siguiente significado (ver [2]):

e Eeselespacio de estados, con una o-algebra £. Los elementos (estados) son denotados por x € E.

e Aeselespacio de acciones, con una o-algebra A. Los elementos (acciones) son denotados por a € A.

e D c E X A esunsubconjunto medible de E X A y denota el conjunto de combinaciones posibles de estado-
accion. Suponer que D contiene la gréfica de una funcién medible f: E — A, es decir, (X, f (x)) € D para todo
x € E.Parax € E, el conjunto

D(x) ={a€A|(x,a) € D} (1)

es el conjunto de acciones admisibles (o permitidas) en el estado x.

e (Q esun kernel de transicion estocastico de D a E, es decir, para cualquier par fijo (x,a) € D, la funcién B ~
Q(BJx,a) es una medida de probabilidad sobre £ y (x,a) = Q(B|x,a) es una funcién medible para todo
B € B. Q describe la ley de transicion.

e r1:D —= Resunafuncion medible. r(x, a) proporciona la recompensa de una etapa del sistema.

e ryN:D = Resuna funcion medible. ry(x) proporciona una recompensa terminal del sistema en el tiempo
N si el estado es x.

Una funcion medible f: E — A, con la propiedad f(x) € D(x) para todo x € E, se llamara una regla de decision. Se
denota por F al conjunto de todas las reglas de decision.

Una sucesion de reglas de decision m = (f,,, f;,...,fy—1) conf, € Fparan=0,1,...,N — 1, se llamara una politica
de N etapas o estrategia de N etapas. Se denota por FN al conjunto de todas las politicas T = (f,,...,fy_;) de N
etapas.

Un modelo de decisién de Markov es un experimento aleatorio de N etapas. Para establecer matematicamente este
experimento se debe definir el espacio de probabilidad. La construccion candnica es como sigue. Definir un espacio
medible {Q, F} por

Q= EW+1} FZEQRER R E.

Denotar por w = (Xg, X4, -, XN) € Q. Las variables aleatorias X;, Xy, ..., Xy se definen sobre el espacio medible
(Q, F) por
Xp(w) = X, ((X0sXq, s XN)) = Xp,

siendo la n-ésima proyeccién de w. La variable aleatoria X,, representa el estado del sistema en el tiempo n y (X,,)
se llamara Proceso de Decision de Markov. Suponer ahora que t = (fy, f;,...,fy_1) es una politica fijay que x € E
es un estado inicial fijo. Por el teorema de lonescu-Tulcea existe una medida de probabilidad tnica P} sobre (Q, F)
con
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(i) PF(X, € B) = 64(B), paratodo B € £.
(ii) P¥(Xo € B) = 8,(Xp+1 € BIXy, ., Xn) = PE(Xns1 € BIXy) = Qu(B[Xp, fu(Xn)).
La ecuacion (ii) es la llamada Propiedad de Markov, es decir, la sucesidn de las variables aleatorias X, X4, ..., X;, €s
un proceso de Markov no estacionario con respecto a PY. Por ET denotar la esperanza con respecto a IPy. Ademas,

denotar por P, la probabilidad condicional P, (-):=P™ (- |X, =x). EJ; es el correspondiente operador
esperanza.

2.2 Modelos de Decision de Markov de Horizonte Finito

Para garantizar que todas las esperanzas que aparecen estan bien definidas se hace la siguiente suposicién:
Suposicién (Sy). Parax € E,

8n(): = sup EF[XF B*r* (Xio fi(Xi)) + B (Xn)] < oo, (2)

donde x* = max{0, x} denota la parte positiva de x.

Vamos a introducir la recompensa descontada esperada de una politica y el problema de optimizacién de N etapas.
La recompensa descontada esperada durante n etapas, bajo una politica m € F", esta dada por

Jar (0): = EF[ZR55 B r(Xi i (X)) + B'rv(Xn)], X EE (3)

cuando el sistema inicia en el estado x € E, para un factor de descuento 3 € (0,1]. Sii es la tasa de interés en el
mercado, entonces el factor de descuento y la tasa de interés tienen la siguiente relacién

= —. (4)
(ver [2]).

La recompensa esperada descontada maxima durante n etapas esta definida por

Jo(®) = ry(x)

Jn(x) = sup J;x(x), x€EE 1< n< N (5)
meFN

] €s la funcidn de valor.

FN—1

Una politica € se llamara dptima para el modelo de decision de Markov estacionario de N etapas si

Inn(®) = In(), (6)

paratodox € E.

2.3 La Ecuacidon de Bellman

Se denotara por
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M(E): = {v:E - [—o0, )| v es medible}. (7)
Por las suposiciones se tiene que ], € M(E) paratodomyn.
Se definen los siguientes operadores:

a) Parav € M(E) definimos

Lv(x,a) =r(x,a) + [ v(x)Q(dx'|x,a) (x,a) €D, (8)
cuando la integral existe.
b) Parav € M(E) definir
Tv(x) = (Lv)(x, f(x)), x€E. (9)
c)Para v € M(E) definir
Tv(x) = Sup, Lv(x,a), x€E. (10)

T sellamard el operador de recompensa maxima.
Iteracion de Recompensas. Para @ = (fy, ..., fu_1) Se cumple:
Jun = 7}0 = Tn-1n- (11)

Sea v € M(E) . Una regla de decisién f € F se llamard un maximizado de v si J;v = Tv, es decir, para todo x € E,
f(x) es un punto maximo de la funcién a = Lv(x,a), a € D(x).

La suposicion de estructura para los Modelos de Decision de Markov Estacionarios.
Suposiciones de Estructura SEy. Existen conjuntos M € M(E) y A C F tales que:
(i) rv € M(E).

(i) Siv € M entonces Jv estd bien definidoy Tv € M.

(iii) Para toda v € M existe un maximizador f € A de v, es decir,

Tv(x) = Tv(x), x€E. (12)

Suponer que (SEy) se satisface.
a) Entonces J,, € M y la ecuacion de Bellman J,, = 7'J,,_, se cumple, es decir,

Jo() = ry(x), (13)
Jn(x) = zg?){r(x. a) + B[ Jo—1(x)Q(dx'|x,a)}, x € E. (14)

Ademas, [, = T™ry.
b) Para n=1,..,N existen maximizadores f,; de J,,_; con f,; € Ay cada sucesion de maximizadores f,’ de J,_;
define una politica éptima (fy, ..., fi") para el problema de decisién de Markov Estacionario de N etapas.

Algoritmo de Induccién hacia adelante.
1l.Sean:=0yparax €E:

Jo(x) = 1y (x). (15)
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2.Sean:=n+ 1lyparatodox € E:

Jn() = Sup){r(x, @) + B Jn-1(x)Qdx'|x, a)}. (16)

a€eD(x
Calcular un maximizador f,; de J,,_;.
3.Sin = N, entonces la funcién de valor Jy es calculada y la politica dptima * esta dada por ©* = (fy, ..., fi')- En

otro caso, ir al paso 2.

El algoritmo de induccidn calcula las funciones de valor de la etapa n y las reglas de decisién recursivamente sobre
las etapas, iniciando con la funcién de recompensa terminal.

3. Mercado Financiero

Se presenta un mercado financiero a tiempo discreto. Un prominente ejemplo es el modelo binomial. Sin embargo,
no se restringe en general a espacios de probabilidad finita. Se definen estrategias de portafolios y se caracteriza la
ausencia de arbitraje en estos mercados.

3.1 Dindmica de activos y estrategias de portafolios

La forma mas comun del precio de un activo es un modelo multiplicativo, es decir, si S, es el precio al tiempo t,, > 0
entonces

Sn+1 = Sn§n+1- (17)

La variable aleatoria positiva R, define el cambio de precio relativo entre S,,,,/S, el tiempo t,, y t,,;. Para un
bono sin riesgo el cambio de precio relativo S2,;/SY es elegido como 1 + iy, con la tasa de interés i,,; € R,.

El modelo binomial o modelo de Cox-Ross-Rubinstein. Se supone que existe un bono con i,,,; = i y una accién con
cambio de precio relativo, los cuales son independientes e idénticamente distribuidos y pueden tomar dos valores:
yasea u > 0 parasubirod > 0 para bajar, donde se supone que d < u.
Las probabilidades para subir y para bajar son p y 1 — p respectivamente, es decir,

P(ﬁn = u) =p, P(ﬁn = d) =1-p. (18)

El mercado financiero esta dado por

e Unbonosinriesgocon Sy = 1y
S%,1:=S%1 + ip4), n=01,...,N—1, (19)

donde i,,; es latasa de interés deterministica para el periodo de tiempo [n,n + 1). Si la tasa de interés
es constante, es decir, i, = i, entonces SO = (1 +1)™.

e Existen d activos con riesgo y el proceso del precio del activo k esta dada por Slo‘ = slo‘ y

Sk, .= SKRK.,, n=01,...,N—1. (20)
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Los procesos (S)) se asumen adaptados con respectoa la filtracién (F,) para todo k. Ademas, se supone
que RX,, > 0c.s. paratodo k yn, y que syk es deterministico. RX, ; es el cambio de precio relativo en el
intervalo de tiempo [n,n + 1) para el activo k.

En lo que sigue, se denota por S, = (S%,..,53),R == (R}, ..., RE) y FS == (S, ..., Sn). Puesto que (S,) es (F)-
adaptado se cumple: FF ¢ F, paran = 0,1, ..., N.

Se define una estrategia portafolio o inversién como un proceso estocdstico ¢ = (9, ¢,) F,-adaptado, donde
Pl € Ryd, = (dL,...,¢%) € RYparan =0,1,...,N — 1. La cantidad ¢pX denota el monto de dinero invertido en
el activo k durante el intervalo de tiempo [n,n + 1).
El vector (9, dy) es llamado el portafolio inicial del inversionista. El valor del portafolio inicial esta dado por:
Xo = koo P8 = 9§ + Po, (21)
dondex -y = Zﬂ X, Yx denota el producto interno de los vectores x,y € R4y e:= (1,...,1) € R4,
Sea ¢ una estrategia de portafolio. Denotar por X, el valor del portafolio al tiempo n antes de invertir. Entonces
Xn: = Theo®Ph-1RE = Pp-1 (1 +1n) + dnoy * Ri (22)
El valor del portafolio al tiempo n después de invertir esta dado por
Xnei= Dheo Ok = G0 +in) + by - . (23)
Escribir XS cuando se quiera tomar la dependencia en la estrategia de portafolio ¢ explicitamente.
Una estrategia de portafolio ¢ es llamada autofinanciada si
Xn:=Xns, (24)

paratodon = 1,...,N — 1, es decir, la riqueza presente es reasignada a los activos.

Una oportunidad de arbitraje es una estrategia de portafolio autofinanciada ¢ = ($3, d,,) con la propiedad: Xg’ =
Oy
Pxp=>0)=1 y PX}>0)>o0. (25)

En el mercado financiero binomial, una condicién necesaria y suficiente para la falta de oportunidades de arbitraje
es que los parametros del modelo satisfagan

d<1+i<u (26)

Una funcién U: R — R es llamada funcion de utilidad si U es estrictamente creciente, estrictamente céncava y
continua en R.

4. Teoria de Problemas de Paro Optimo
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Una subclase muy importante de los Problemas de Decisidon de Markov que se consideran son los problemas de paro
optimo. Dado un Proceso de Markov (X,,)en, €l cual no puede ser influenciado por el decisor, el proceso tiene que
ser parado en algun punto del tiempo n y entonces se obtiene una recompensa r(X,,) . Asi, la sola decisiéon en cada
punto del tiempo es si el proceso debe continuar o parar. Una vez parado el proceso, no es necesaria una decision
adicional. Algunas veces se paga un costo o se obtiene una recompensa adicional, siempre que el proceso no sea
parado. Por supuesto, el fin es encontrar un tiempo de paro tal que la recompensa de paro esperada sea maximizada.

4.1 Problemas de paro con horizonte finito

Se considera un problema de paro de horizonte finito N. Notar que siempre se tiene que parar, es decir, si no se
para antes del tiempo N se debe parar al tiempo N. Asumir que el proceso de estados estad dado por un proceso de
Markov (X,,) (estacionario) sobre un espacio de estados general E con una ¢ —algebra € con kernel de transicion
Q*. Todo el tiempo que el proceso no es parado, una recompensa medible 8c(X,,) se obtiene. Si el proceso es
parado al tiempo n la recompensa de paro es 8™r(X,,). También, se asume que la decision sélo puede depender de
la observacion del proceso (X,). Asi, denotar por F, la filtracion generada por el proceso (X,), es decir,
Foi=a(Xy, -, Xp)-

Un tiempo aleatorio 7: 0 — N, U {00} es un F,-tiempo de paro si paratodan € N,

{tr<n}leF,.
Esta condicidn significa que se requiere observar el proceso (X,,) hasta el tiempo n, para poder decidir si T ya ocurrié
o no. En tiempo discreto la condicién es equivalente a {t = n} € F,, para toda n € N,. En las aplicaciones,

considerar la filtracion generada por (X,,). Asi, si se elige un tiempo de paro 7 con P,(t < N) =1, paratodox €
E, se obtiene la recompensa

R, = ¥iZo B e(Xi) + Br(Xo). (27)
Con el fin de obtener un problema bien definido, se necesita la siguiente suposicién general:
Suposicion (By): Parax € E
sup E, [Yrzl ket (X)) + Br*(Xp)] < o,0 <n < N. (28)

n<ts<N

Luego, el problema es hallar el valor

Ju(x) = sup Ex[R,]. (29)

TN

donde el supremo es tomado sobre todos los tiempos de paro T con P,(t < N) = 1, para todo x € E. Un tiempo
de parot* < N es éptimo si paratodo x € E

]IT](x) = ]Ex[R‘r*]- (30)

Con el fin de establecer la conexidn al problema de paro en la Ec. (29), la siguiente relacién entre tiempos de paro y
politicas en el Modelo de Decisién de Markov es crucial:

Suponer que T = (fy, ..., fy—1 ) €s una politica arbitraria para el Modelo de Decisién de Markov y definir
T, =inf {n € Ny| f, (X)) = 1} AN. (32)

El tiempo aleatorio 7,; es un F,,-tiempo de paro porque
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{Tn = Tl} = {fO(XO) = 0' ""fn—l(Xn—l)Oﬂfn(Xn) = 1} € Tn- (32)

Por construccién, esta acotado por N. 7, es llamado un tiempo de paro de Markov puesto que m = (f;,) es
Markoviana.

De otra manera, suponer que T es un F,-tiempo de paro. Entonces, por definicidn, existe una funcién medible
fn: EM1 > {0,1}, para toda n € Ny, tal que

1[1'=n] = fu(Xo, X1, s Xp). (33)

Asi, T se puede representar por una politica dependiente de la historia T = (f,,...,fy_71) . En particular se cumple
que

Jon(®) = By | 217! BFe(X) + prrre (Xe,)| = ZalRe,] = ExlRcl (34)
Asi, el problema a resolver es
JnG) = sup [ 270 Be(X) + FrXo)], x € E. (35)

donde el supremo es tomado sobre todos los tiempos de paro T, los cuales satisfacen P,.(t < N) =1 paratodo x €
E.

Suponer que esta dado un problema de paro estacionario con horizonte finito N. Entonces se cumple:
a)Jo=ry]Jy,= TJ,_1,paran=1,...,Ndonde

Tv(x) = max{r(x),c(x) + f v(x)Q*(dx'|x)},x € E. (36)
b)r < J, < J.41 paratodan € N,

c) Definir d,,(x):= r(x) — c¢(x) — B [ Jo_1(x)Q¥(dX'|x), para n=1,...,N. Entonces tenemos la siguiente

recursion

dny1 (%) = dy (x) = BJ dy (x)Q* (dx'|x). (37)

d) Considerar S; :={x € E | J,(x) = r(x)} y definir f;(x): = 15;. Entonces S; = E, S; ={x€E|d,(x) = 0}y
Sp+1 € S;. La politica (fy, ..., f;) es déptimay

t™:=min{n €{0,1,...,N} | X,, € Sy_,.}, (38)

es un tiempo de paro 6ptimo.

5. Precio de Opciones Americanas

Con el propdsito de encontrar el precio justo de una opcion Americana y su tiempo 6ptimo de ejercicio, tenemos
que resolver el problema de paro éptimo de horizonte finito N. En contraste a una opcion Europea, el comprador
de una opcién Americana puede elegir cualquier tiempo, incluyendo el tiempo de expiraciéon N, para ejercer la
opcién. Se considera el modelo binomial como un mercado financiero subyacente con la suposicion d < 1+i<ulo
cual implica la no oportunidad de arbitraje y la existencia de una tnica medida Q. Esta medida es usada para precios
y también es llamada medida de probabilidad neutral al riesgo. Bajo Q, la probabilidad de un movimiento de la
accion esta dada por
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g ==t (39)

Se consideran opciones Americanas generales con fecha de expiracion finita y se concentra en el caso de opciones
con trayectorias independientes.

5.1 Opciones Americanas

El analisis se concentra en trayectorias independientes de opciones Americanas, es decir, el proceso (X;,) que tiene
que ser parado esta dado por el proceso del precio de la accién (X,) = S,,. Una trayectoria independiente de una
opcion americana da el pago h(S,,) si es ejercida en el tiempo n, es decir, la funcidn de pago depende sélo del precio
actual de la accidn y no de su trayectoria. La fecha de expiracion se supone que es N. Sin embargo, la opcién puede
ser no ejercida, en dicho caso el pago es cero. Asi, es facil ver que no es éptimo ejercer cuando h(S,) < 0y se puede
elegir de manera equivalente h*(S,) como pago. Denotar 8 := (1 +i)~L. El tiempo de esta opcién al tiempo cero
es entonces calculado como

sup E2 [ B*h*(S,)],
TN

donde el supremo es tomado sobre todos los tiempos de paro 7 con P(7 < N) = 1. S_0 = x es el precio de la accién
al tiempo cero y la esperanza es tomada respecto a la medida neutral al riesgo Q. Este problema de paro puede ser
formulado como un Problema de Decision de Markov. Los datos del problema de paro son:

e E:= R,, donde x representa el precio actual de la accidn,

A: = {0,1},donde a = 0 significa continuary a = 1 significa ejercer,

Q¥ (B|x) = q8,u(B) + (1 — q)8,4(B), x € E para conjuntos de Borel B donde q esta dado por Ec. (39),
r(x):=h*(x) yc(x) = 0,

B:= (1+i)~! € (0,1] es el factor de descuento.

Notar que cuando S, es el precio inicial de la accién, entonces al tiempo n en el modelo binomial los Unicos precios
de la accién estan dados por
{Soukdn_k I k= 0, ,n}

La suposicion (By) se satisface ya que

sup EX, [TE2h Brct (X, ) + BTh* (X)) < EL XN h* (X)] < oo

n<t<N

porgue X, sélo puede tomar un ndmero finito de valores posibles con probabilidad positiva para todok =1, ...,N.
Ademas, la siguiente iteracion de valor se cumple para este problema.

Algoritmo de Precios para Opciones Americanas.

Suponer que la funcién de pago esta dada por h.
1. Considerar n := 0 y definir para x € {Sod*u"*|0 < k < N}:

Jo(x) = h*(x). (40)
Considerar f;(x): = 1si h(x) > 0y fi(x): = 0si h(x) < 0.
2. Considerar n + 1y definir para x € {Sod*u"""%|0 < k < N —n}:
Jn(x) = max{h* (x), B(qJn-1(eu) + (1 = q)Jn_1(xd))}. (41)

Considerar f;;(x): = 1 si J,,(x) > h*(x) y cero de otro modo.
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3. Sin:= N, entonces la funcidon de valor J5(S,) es calculada y una politica 6ptima * esta dada por m* =
(fx, -, £, f3). De otra manera, ir al paso 2.

El precio de la Opcién Americana al tiempo n estd dado por
1T, (Sp) == Jy—n(Sp) y un tiempo éptimo de ejercicio para el periodo de tiempo [n, N] es

7, = inf{k € [n, ..., N] | fy_(Sk) = 1}. (42)

Si se considera inf@ := N + 1, entonces 7, = N + 1 significa que la opcién nunca se ejerce.

Desde un punto de vista numérico es importante que, en todo punto de tiempo n, sélo un subconjunto de los precios
de la acciéon en E pueda ser alcanzado y que es razonable calcular el valor de la funcidn sélo en esos precios. Esto
esta de hecho en el algoritmo. El pago inmediato h(x) que es obtenido cuando se ejerce la opcion es llamado el
valor intrinseco de la opcidn.

6. Solucion del Problema

Se considera una opcién Americana de compra con precio de ejercicio de $118. Se sabe que el precio del activo es
de $100 y se considera el modelo binomial como el mercado financiero. ¢ Cuél es el momento dptimo para hacer uso
de la opcién de compra Americana?

Puesto que se considera el modelo binomial como mercado financiero, se deben estimar los valores de u y d.
Ademas, se debe conocer la tasa de interés en cuestion.

Después de realizar un andlisis estadistico de los precios del activo se ha determinado que el cambio de precio
relativo es de 1.1y 0.9, para subir y para bajar, respectivamente. Se sabe que el precio del activo actual es de $100
y la tasa de interés en el mercado es del 3% por periodo. Luego, se tienen los siguientes datos:

o S,=100,

e u=11yd=0.9,
e i=0.03,

e N=4,

e K=118.

Por lo tanto, se considera B = 0.97, q = 0.65 y la funcién de utilidad h(x) = x — 120, donde x es el precio del
activo.

Se utiliza el Algoritmo de Precios para Opciones Americanas y el software R para calcular los posibles precios del
activo en cada etapa del tiempo n. También, se calcula 7*, 1y, (Sp) Y Tp.

Los precios posibles del activo se muestran en la Figura 1.
146541

1321

121 119.79
11-:|< 10849

100 < 93 93.01
5_:,< £9.1

51 80.19

65.61

A

Figura 1. Evolucidn del precio de un activo en el modelo  binomial en 4 etapas con precio inicial S, = 100.
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Considerar n = 0 y definir para x € {146.41, 119.79, 98.01, 80.19, 65.61}

Jo(x) = h*(x),

de donde se tiene J,(146.41) = 28.41, (119.79) = 1.79 y Jo(x) = 0, para x = 98.01,80.19,65.61. Por lo
tanto, fof (x) = 1, six = 146.41 6 x = 119.79, y que en cualquier otro caso se tiene f;" (x) = 0.
Ahora, calcular

Jn(x) = max{ h*(x), B(qJn-1(xw) + (1 = Q1 (xd) )}

para todo x €{100.00, 90.00, 110.00, 81.00, 99.00, 121.00, 72.90, 89.10, 108.90, 133.10}, con B = 0.97,q = 0.65y
h(x) = x — 118, paran = 1,2,3,4. La Tabla 1 muestra los valores de J,(x) para cada posible precio de x, conn =
0,1,2,3y4.

Jo I )2 J3 Ja
28.41 18.54 12.08 7.87 5.12
1.79 1.13 0.71 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

Tabla 1. Valores de Jn.

La Tabla 2, en el caso de que el precio sea x = 146.41, muestra que la politica 6ptima es #* = (0,0,0,0,1) y se
observa que el precio de la opcidn al tiempo n = 0 es y(100) =],(100) = 5.12 y el tiempo éptimo de ejercicio
es " = 4, es decir, en la etapa N = 4, con una ganancia de h(146.4) = 28.4.

Nin| x| h(x) | B(@fn-1Cxw)+ | Jn(x) | fu(x
a-
Dn-1(xd))
4/ 0] 146.4 | 28.4 284 | 1
3/1]133.1 | 151 18.54 1854 | 0
22| 121 3 12.08 12.08 | 0
1/3] 110 | -8 7.87 787 | 0
0[4] 100 | -18 5.12 512 | 0

Tabla 2. Valores de f,; (x).

7. Conclusiones

Considerar el caso especial de opcién de compra Americana con precio de ejercicio K. El pago cuando se ejerce la
opcidn esta dado por h(x) = x — K. Es bien conocido que una estrategia 6ptima de ejercicio es esperar hasta la
fecha de expiraciéon N y entonces ejercer la opcién si el precio de la accidon es mayor que K. Asi, el precio es el mismo
como para una Opcion de Compra Europea donde elegir, si 0 no ejercer, es sélo dado al tiempo N. Se prueba esta
declaracién en el marco de Modelos de Decisidon de Markov: Se afirmaqueparan=20,1,...,N—1yx €E:

h*(x) < .B(an—1(xu) +(1- Q)]n—1(xd)) (43)

lo que implica que f,; (x) = --- = fy(x) = 0 es una estrategia dptima de ejercicio, es decir, no ejercemos hasta el
tiempo N. La desigualdad anterior es cierta puesto que
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2 Jo(qBxu + (1 — q)pxd)

> Jo(x) = h*(x)

donde se usa la convexidad de J, y la propiedad del precio descontado de una accién bajo Q.

8. Cadigo

Se utiliza el programa R para los calculos.

Las siguientes lineas de cddigo calculan la politica 7*, el precio 7, y el momento éptimo de ejercicio t;, al tiempo
n para una opcién de compra Americana (o venta si se considera h(x) = K — x como la ganancia al momento de
ejercer), donde se consideran N etapas, un mercado financiero binomial con dy u como los cambios de precios
relativos, el precio S, de un activo al tiempo n = 0 (al momento de pactar la opcidn), una tasa de interés i por etapa

y K como precio del ejercicio.

politica<- function(SO,u,d,i,K,N,n){
b<-c()
b<-(1+i)7(-1)
a<-c()
g<-(1+i-d)/(u-d)
f=rep(0O,N+1)
S<-rep(0,(N*(N+1)/2))
S[1]<-SO
X=rep(0,N+1)
J0<-¢()
x<-c()
count<- 2
for(tin 1:N){
for(k in 0:i){
S[count]= SO0*d"(t-k)*u”~k
count<- count +1
1}
for(k in 0:N){
X[k+1]= SO*dAk*u”(N-k)
h=X-K
JO[k+1]=max(0,h[k+1])
if(h[k+1]>=0)
flk+1]=1
lanbda<-which(f>0)
for(j in 1:length(lanbda)){
x[j]=XIil
1
y<-c(f,X,J0,h)
Y<-matrix(y,ncol=4)
A<- matrix(0,N+1,N+1)
for(j in 1:N){
Z<-c()
for(k in 0:(N-j)){
Z[k+1]=S0*d*k*u”(N-j-k)
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}
A[l:length(2),j+1]=2
A[,1]=X
}
J<-matrix(0,N+1,N+1)
J[,1]<-JO
for(tin 2:(N+1)){
D<-c()
for(jin 1:(N+2-t)){
Dljl= max(ALt][jl-K, b*(a*(J[,t-11[j]) + (1-a)*(J[,t-1][j+11)))
}
J[1:length(D),t]=D
}
W<-matrix(0,N+1,N+1)
for(tin 2:(N+1)){
D<-c()
for(jin 1:(N+2-t)){
D[jl= b*(q*([t-1101) + (1-9)*([t-11[+1])
}
W[1:length(D),t]=D
}
H<-matrix(0,N+1, N+1)
H[,1]<-JO
for(tin 2:(N+1)){
D<-c()
for(j in 1:(N+2-t)){
Dljl= ALt][j]-K
}
H[1:length(D),t]=D
}
P<-matrix(0,N+1,N+1)
for(jin 1:(N+1)){
for(rin 1:(N+1)){
if(H[j,r]> W[j,r1)
P[j,rl=1
1
Politica<-matrix(0,length(x), N+1)
for(j in 1:length(x)){
Politica[j,]<-PJj,]
}
precio.opcion<-c()
precio.opcion<-J[,n+1]
tau<-rep(0,(N+1)*(N+1))
for(jin 1:(N+1)){
for(iin 1:(N+1)){
if(P[i,j]>0)
tau[j*il<-j
1
tau.estrellal<-max(tau)
tau.estrella<- N+1-tau.estrellal
print(tau.estrella)
print(precio.opcion)
return(Politica)
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