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Resumen

Engen y Lillegard [5] propusieron un método, revisado posteriormente por Lindqvist y
Taraldsen [14], para realizar simulaciones de Monte Carlo condicionando sobre una estad
istica suficiente. La idea bdsica consiste en ajustar los valores del pardmetro en la
correspondiente simulacidn no condicionada, de modo que se obtenga el valor observado de
la estadistica. De este modo, aparentemente sin ser el objetivo, proponen también un
simulador de una posible distribucion fiducial del pardmetro. Lindqvist y Taraldsen
observaron que en el caso de un modelo de grupo el método de Engen y Lillegard produce
simulaciones de la bien aceptada distribucién fiducial del pardmetro. En este trabajo
mostramos de manera clara como al aplicar el simulador de Engen y Lillegard a la
distribucién gamma (a., 3), la cual no define un modelo de grupo (ver, por ejemplo, [19]),
se obtiene la distribucién fiducial de (o, P) que satisface el criterio de unicidad de

Brillinger [2].

Palabras clave: Estadistica suficiente minimal, Cantidad pivotal, Modelo de grupo,
Simulacion de Monte Carlo.

Abstract

Engen and Lillegard [5] proposed a method, reviewed later by Lindqvist and Taraldsen
[14], to do Monte Carlo simulation conditioned over a sufficient statistic. The basic idea
consists in fit the parameters to the corresponding non conditioned simulation, in such a
way that we obtain the observed value of the sufficient statistic. In this way, apparently
without that objective, they also proposed a simulator of a possible fiducial distribution of
the parameter. Lindqvist and Taraldsen observed that in the case of a group model the
Engen and Lillegard method produces simulations of the well accepted fiducial distribution
of the parameter. In this work we show clearly how applying the Engen and Lillegard
simulator to the gamma(a, 3) distribution, which does not have a group model (see, for
example, [19]), it is obtained the fiducial distribution of (a, ) which satisfies the unicity
criterion given by [2].

Keywords: Minimal sufficient statistic, Pivotal quantity, Group model, Monte Carlo
Simulation.
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1. Introduccién

Aunque en la década de los 80 del siglo pasado algunos miembros de la comunidad
estadistica pensaban que el argumento fiducial habia tenido una utilidad muy limitada
y ya se le daba por terminado (ver, por ejemplo, [21]), actualmente la inferencia
fiducial es un campo de investigacién muy activo, como lo atestiguan los trabajos
de los autores que aparecen enseguida en orden cronolégico, de acuerdo a las fechas
de publicacién de sus articulos, de 1998 a 2017: Effron [4], Wang [24], Schwder y
Hjort [18], O'Reilly y Rueda [17], Wang e Iyer [23], Frenkel [8], Hannig [10] y [11],
Taraldsen y Lindqvist [19], Veronese y Melilli [22], Taraldsen y Lindqvist [20], Hannig
et al. [12], Ndjera y O’Reilly [16] y Taraldsen y Lindqvist [21].

En un articulo cuyo propdsito es mostrar un método para simular muestras condi-
cionales dado el valor de una estadistica suficiente, digamos T' = t, Engen y Lillegard
[5] usan un paso intermedio en su proceso, el cual simula un valor del pardmetro
dado que se observo t, en clara coneccién con una interpretacion fiducial. Lindqvist y
Taraldsen [14] demostraron que el procedimiento, que simula muestras condicionales,
digamos z7, x5, ..., ), dado T = ¢, produce las muestras correctas cuando la dis-
tribucién de interés define un modelo de grupo, es decir, cuando existe una cantidad
pivotal en el sentido cldsico. Sin embargo, Lindqvist et al. [13] demostraron que en
general las muestras =i, x3, ..., £} no se pueden tomar como muestras condicionales
dado T = t.

Aunque el método de Engen y Lillegard no fue pensado explicitamente para simular
valores, digamos 601, 05, ..., 0, de la distribucién fiducial del parametro 6, mostramos
que bajo condiciones mas generales que la existencia de un modelo de grupo, dicho
método también produce un generador fiducial.

En la seccién 2 describimos de forma sucinta el generador fiducial de Engen y
Lillegard. Para poner en perspectiva algunos resultados bien conocidos en inferencia
fiducial, y ver la naturaleza del método de Engen y Lillegard, en la seccién 3 vemos el
ejemplo de la distribucién N (u,a 2), donde hay un modelo de grupo (ver [7]); como es
de esperarse, el procedimiento de Engen y Lillegard reconstruye tales resultados. En
la seccién 4 obtenemos el generador fiducial para el caso especifico de la distribucion
gamma(a,3), donde no es posible definir un modelo de grupo (ver [19]), y mostramos
que la distribucién fiducial que se deduce satisface el criterio de unicidad de Brillinger
[2]. También se obtiene numéricamente la distribucién fiducial para varios tamarflos
de muestras aleatorias de la distribucién gamma(,8), cuando @« =3y 8 = 5. En
cada caso la distribuciéon fiducial es comparada con la correspondiente distribucion
final bayesiana cuando la inicial es la no informativa de Jeffreys. Por ultimo, en la
seccién 5 hacemos algunos comentarios sobre ciertos resultados obtenidos, asi como
sobre el panorama actual de la inferencia fiducial.

2. El generador fiducial de Engen y Lillegard

Sea X = (X3, Xs, ..., X,,) un vector de variables aleatorias independientes de la dis-
tribucién de probabilidad F'(-;6), donde 6 es el pardmetro desconocido de la dis-
tribucién, y sea T'(X) un estadistico suficiente para 6. Sea U una variable aleatoria de
una distribucién conocida, tal que para 6 dado, X, con distribucién F'(-;6), puede ser
simulada por medio de U. Si Uy, Us, ..., U, son variables aleatorias independientes con
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_ Un,0)),
el vector de variables aleatorias independientes generadas por este método, y por
T(U;0) aT (x(U;0)), el cual tiene la misma distribucién que T'(X).

Ahora supongamos que se observa un valor de T, o sea, se observa T' = t. Para
U = u fijo, la ecuacién
T(uw;0) =t (1)

puede o no tener solucién tinica para . Si tiene solucién unica, entonces generando
observaciones u;,us,...u,, de U, obtenemos valores 0i,0s,...,0,, que satisfacen la
ecuacién (1). Estos valores de 6 asi obtenidos son una muestra de una cierta dis-
tribucién del parametro, habiendo observado t. Esta distribucién asi inducida es la
distribucién fiducial.

3. El caso de la distribucién N (p,0 %)

La distribucién N (u,02) tiene estructura de grupo (ver [7]), y por ello existe una
cantidad pivotal a partir de la cual se induce la distribucién fiducial para 6 = (u,0 ?),
habiendo observado t. No obstante, para entender la idea del generador fiducial
(implicito) de Engen y Lillegard [5], es de interés revisar de nuevo este caso.

3.1 Enfoque tradicional

De acuerdo con Brillinger [2], Fisher dio ejemplos acerca de la obtencién de distribu-
ciones fiduciales multivariadas. Si X,Y son variables aleatorias con densidad biva-
riada f(z,y;a,0), los ejemplos parecen indicar que Fisher requeria que la densidad
tenga la propiedad

flz,y;0.8) = f(z;0) f(y | z50.8). (2)

Entonces la distribucién fiducial se obtiene como sigue: de f(x; ) encuentra la
densidad fiducial de «, f(a). Después, considerando « fijo, a partir de f(y | z;«,3)
encuentra la densidad fiducial de 8, f(8 | «). La densidad fiducial conjunta requerida
es el producto de las dos ultimas densidades fiduciales, es decir,

flaB) = f(@)f(B ).

En contraste con Fisher, Quenouille (otra vez de acuerdo con Brillinger [2]) requiere
que la densidad pueda factorizarse como

fxy;0.8) = f(z;0,8) f(y | =3 5). (3)

Justifica esta factorizacién por medio del siguiente argumento de suficiencia: X es
suficiente para «, por lo tanto, para 8 fijo se puede usar f(z;a,3) para obtener la
distribucién fiducial de o dado 8. Ahora, con x fija, Y es “casi suficiente” para 8 (ver
Brillinger [2]), de donde se sigue que se puede emplear f(y | x; () para obtener la
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distribucién fiducial de 8. Otra vez, la distribucién fiducial conjunta que se requiere
es el producto de las dos distribuciones fiduciales individuales.

En el caso de independencia, las factorizaciones (2) y (3) llevan a expresiones que
tienen la misma forma, porque de (2) y por la independencia de X y Y,

[, y;0.8) = f(z;0)f(y | ;048)
= f(z;0) f(y; 0. 3).

Ahora por (3) e independencia de X y Y,

f(z,y;0,8) = f(z;0,8)f(y | 73 B)
= f(x;0,8) f(y; B)-

Desafortunadamente, en el caso de no-independencia ninguna de las factorizaciones
(2) y (3) es suficiente para obtener una distribucién fiducial dnica (ver Brillinger [2]).
Para demostrar el teorema 1, haremos uso de la siguiente proposicion, cuya de-

mostracién puede consultarse, por ejemplo, en [15].

Proposicién 1. Sea T una variable aleatoria cuya familia de densidades o de proba-
bilidades es {g(t;0) : 6 € © C R}, tal que para 6; < 65,

g(t; 62)
g(t;01)

es creciente como funcién de t. Entonces

Py, (T <t)< Py, (T <),

es decir, la funcién de distribucién de T es decreciente como funcién de 6.
La demostracion del siguiente teorema esencialmente estd implicita en [2].

Teorema 1. Si X = (X, Xo,..., X,,) es un vector de variables aleatorias independi-
entes de la distribuciéon N (,u,aQ), entonces la densidad fiducial de (u,0) es

Fluo) = exp (5 (f*u)z)(l 1

o2 202 L(n—3))!
1(n—-1) )
(n—1)s*\? (n—1)s*\ 2
w=2)s T a)e ) 2 4
* ( 202 P 202 o’ )
~ 1 n 2 1 n V\2
donde X = EZi:l X;, §% = mZi:I(Xi - X)yzx = (21,22,...,4,) €s una

observacién de X.
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Prueba. Como X y S? son independientes (ver, por ejemplo, Casella y Berger [3]) y
la distribucién de S? solo depende del pardmetro o, se tiene,

f@ 50,0 ) = [(T; .0 ) f(s%0).

(n—1)52
0—2

2
Ahora, dado que ~ x2_,, entonces se comprueba que S? ~ gamma (”_1, 20 ),

2
es decir,

Como f(s?;02)/f(s%;01) es creciente como funcién de s? si o1 < 02, entonces, por la
proposicién 1, la funcién de distribucién de S?, F(s?;0), es decreciente como funcién
de o. Por lo tanto, en este caso la funcién de distribucién fiducial de o se define como

(ver Brillinger [2]) F(c) =1 — F(s% o), y la densidad fiducial de o es

f(0) = — 2L F(5%:0)

g

9 (52) it exp (7 (n;(,12)52)

n—1

P () 7 o

T (nl 3))! ((n 2_0—12)82> o P (_ - 2_(;?82> % (5)

1
2

Por otro lado, si o es conocido, entonces X ~ N(u, "7—?) Si @ es la funcién de

distribucién normal estdndar, F(Z;u,0) = P(X <7) = ® <\/TM), de donde
o

se tiene que la funcién de distribucién de X es decreciente como funcién de p. Asi,
la funcién de distribucién fiducial de p dado o es F(u | 0) = 1 — F(T : p,o) =

1-9 (\/M), y la densidad fiducial de p dado o es
o

fwlo)=—(d/dp)F(T; o)
n n(p — )2
= vn exp<—(u)). (6)

2o 202

De (5) y (6) obtenemos (4), la densidad fiducial conjunta de gy o. =

Observacion 1. La densidad fiducial de (u,0) del teorema 1 coincide con la que
obtuvo Fisher [6] en 1935.
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3.2 Enfoque usando el generador fiducial de Engen y Lillegard

Primero obtendremos el generador de Engen y Lillegard de la distribucién fiducial de
(u,0), a partir del cual veremos que se obtiene la densidad fiducial (4).

El resultado del teorema que se enuncia enseguida y su demostraciéon basicamente
estdn dados en [14].

Teorema 2. Si X = (X, Xo,..., X,,) es un vector de variables aleatorias independi-
entes con distribucion N (,u,aQ), entonces el generador fiducial de Engen y Lillegard
de (u,0) es

(o) = (7= Lo Ls). 7)

Sy Su
donde z = (21,2, -+ ,x,) es una observacién de X, u = (u,uz, - ,u,) €s una
observacién de U = (Uy, Us, - - - ,U,), un vector de variables aleatorias independientes
c . < s — 1 n ) 2 1 n 2
de la distribucién N(0,1), w= > " u; y sy = = > iy (u; —w)*.

Prueba. El estadistico T (X1, Xa,..., X,,) = (X, S) es suficiente minimal para § =
(p,0 ) y las variables aleatorias h(U;, 0) = p+oU; son independientes con distribucién
N(u,0?),i=1,...,n. De aquf

x(U;0)=(uw+ocUr,u+oUs,....u+cU,).

SiW, =u+oU;,i=1...,n, entonces

W:

S|

Y (u+an):u+g n Uy=pn+oU.
Z nZ
i=1 i=1

También
1 n
2 _ T2
Siv = —— ;(Wt W)
1 n e
= n,12<M+UUi_M+UU)
i=1
2 & —
- n—1 Z(Ui -U)
i=1
= oS
De aqui o -
T(U;0) = (W,Sw) = (u+0oU,08). (8)
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Sit=(Z,s)y U=u, de la ecuacién (1) resulta
(1 + 0,05,) = (7,5).
de donde se tienen las siguientes ecuaciones

L+ ot=T

Resolviendo para vy o,

de donde se tiene (7). m

Observacién 2. Si(Up,Us,...,U,) es un vector de variables aleatorias independientes
de la distribucién N (0,1), entonces

(’I”L - 1)SIQJ ~ Xr21717

_ Z 1
donde U y S% son independientes. Si Z ~ N(0, 1), entonces T ~ N(0, —). También,
n n
_s
vn—1
de (7) vemos que para simular cada par (u,0) basta generar, de manera independi-

ente, una observacién de la distribucién N (0,1), digamos z, y una observacién de la

distribucién x2_;, digamos £2. Entonces en (7) sustituimos % y s, por VR \/,fjv

si €2 ~ x2_,, entonces haciendo (n — 1)S? = £2, se tiene S, = . Por lo tanto,

respectivamente, obteniendo

= 1
(1,0) T — { S, —¢ s)
vn—1 vn—1
z s vVn — 15
T{l N '

9)

Asi, para generar m pares de (u,0) es suficiente generar m pares de observaciones
independientes, cada par formado por una observacién de la distribucién N (0,1) y
una de la distribucién x2_;. Este procedimiento es mucho més corto que el obtenido
al aplicar directamente el generador de Engen y Lillegard, ya que en este tltimo para
generar cada par de (u,0 ) primero se simulan n observaciones independientes de la
distribucién normal estandar, y después se obtienen la media y la desviacion estandar
muestrales.
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Observacién 3. La igualdad (9) es la misma que obtuvo Fraser [7] cuando dedujo
la distribucién fiducial de (p,0 ), pero usando el hecho de que la distribucién normal
N (,u,cr 2) define un modelo de grupo. Puesto que
n—1
o= s

§

y la densidad de & es

_e2
f&) = ———==¢"%2e 7,
( ) F(n;l)le
se obtiene que la densidad fiducial de o es
. 2 %(n—l) . P
flo) = 1 <(n 1)s ) exp ( (n—1)s >2’
o

(%(n - 3) 202 202

la cual coincide con (5)

—_

Ahora, como

N

z
Vi

=

m
Sl

3

se deduce que la densidad fiducial de p dado o es

el 0) = = exo (—WQ;’)

que coincide con (6). Por lo tanto, como era de esperarse, la densidad fiducial conjunta
de p y o coincide con la que se obtuvo en la seccién 3.1.

4. Distribucién gamma(a,3)

Un caso en el que la familia no es de grupo (ver por ejemplo [19]), pero en el que
podemos utilizar el procedimiento de Engen y Lillegard [5] para generar muestras
de la distribucién fiducial, es el de la distribucién gamma(a,5). Aunque dicho pro-
cedimiento no se disené para simular valores de los pardmetros, sino para simular
muestras condicionales, discutieron alli el caso gamma(a,8) y obtuvieron el algo-
ritmo correspondiente.

La demostracién del lema siguiente se puede hacer usando el teorema 6.2.13 de [3].

Lema 1. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién gamma(a,s).

Entonces el estadistico
n n
T(X)= <H X,y Xi) (10)
=1 =1
es suficiente minimal para («,f).

Lema 2. Sea X variable aleatoria con distribucién gamma(a,5). Si Y es una
variable aleatoria con distribucién gamma(a, 1) y si Fy(y;a) es su funcién de dis-
tribucién, entonces X se puede escribir como

X = BE ' (U a),

donde U es una variable aleatoria con distribucién uniforme(0,1).

http://revistas.ujat.mx/index.php/jobs ISSN: 2448-4997


Usuario
Rectángulo

Usuario
Rectángulo

Usuario
Rectángulo

Usuario
Rectángulo

Usuario
Rectángulo

Usuario
Rectángulo


Journal Of Basic Sciences, Vol 4 (11), pp. 1-15, Mayo-Agosto 2018

Inferencia fiducial para la distribuciéon gamma 9

Prueba. La variable aleatoria

@]

tiene distribucién gamma(a,1). Como Fy (Y;«) tiene distribucién uniforme(0, 1),
si

Fy(Y, Oé) = U,

entonces de (11) se tiene

X = BY = BFy (Ua).
El resultado del siguiente teorema y su demostraciéon esencialmente estan dados
en [5].

Teorema 3. Sean zi,zo,...,x, observaciones de la muestra aleatoria X;, Xo,..., X,
de la distribucién gamma (a,8). Entonces el generador de Engen y Lillegard de la
densidad fiducial conjunta de a y 8 esta definido por las ecuaciones

6”HF (ui, @) =t (12)

ﬁZF um —tQa (13)

donde wuq,...,u, son observaciones de la muestra aleatoria Uy,...,U, de la dis-
tribucién wniforme(0,1), Fy(y;«) es la funcién de distribucién de una variable
aleatoria Y con distribucién gamma(a, 1) y

tl,tg H.TZ,ZSL‘Z) .

Prueba. Por el lema 2,
= BF;I(Ul,OO, X, = BF}jl(Unaa);
luego el estadistico suficiente minimal (10) queda como

T(U;a,8) = ,B”HF (U, ), ﬁZF Ub,oz>. (14)

El resultado se obtiene sustituyendo (X1,...,X,) por (z1,...,xy,) en (10), susti-
tuyendo (Uy,...,U,) por (u1,...,u,) en (14) e igualando las expresiones correspon-
dientes obtenidas. m
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Observacion 4. De las ecuaciones (12) y (13) se tiene

S By wa) b
(Hi:l Fy (ui,a))ﬁ ti/n

Como el lado izquierdo de (15) es decreciente como funcién de a (ver [5]), esta
ecuacion tiene solucién unica para «. Aunque no la podemos resolver analiticamente,
podemos aproximar numéricamente la solucién. El valor de S lo encontramos, por
ejemplo, por medio de la ecuacién

(15)

,BZF (i, @) = to. (16)

De esta forma podemos generar tantos valores de (o, ) como queramos, con los
cuales podemos encontrar una estimacién de la densidad fiducial conjunta de v y 3,
asi como de las densidades marginales correspondientes.

Observacion 5. Por el lema 1, el estadistico

X O )
(i, Va) = X, (17)
L x) D3

es suficiente minimal para (a,8). Ademds, Glaser [9] demostré que las variables V3
y V5 son independientes. Por el lema 2,

n —1 n —1
vy = Zi:lBF (Uiaa)l: Zi:lF (Ui, a) : (18)

(H?:l BFy (Uw a)) (H;Lzl (Un 04))

S|

de donde se tiene que la distribuciéon de V; sélo depende de «. Puesto que

vg:ix ZBF (U;, ) BZF (U, ) (19)
i=1

de las ecuaciones (15) y (16) vemos que se satisface el criterio de unicidad de Brillinger
[2] para la distribucién fiducial de (e, ). Sin embargo, en este caso la relevancia del
generador fiducial de Engen y Lillegard se debe a que no se conoce la distribucién de
Vi.

Observacién 6. De las ecuaciones (18) y (19) vemos que el generador de Engen
y Lillegard de la densidad fiducial conjunta de a y 8 también se obtiene a partir
del estadistico suficiente minimal (V;,V2) dado en (17). Para conocer més sobre
generadores fiduciales se puede consultar [16], por ejemplo.
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Observacién 7. Sea « conocido. Por medio del teorema 6.2.13 de [3] se comprueba
que V5 es un estadistico suficiente minimal para 5. Como Vo ~ gamma(na,(),
entonces la funciéon de densidad de V5 satisface las hipdtesis de la proposicién 1.
Derivando con respecto a (8 la funcién de distribucién de Vs, e integrando por partes,
se obtiene que la densidad fiducial de 5 dado « es

oo () w

donde vy es una observacién de V;. De (20) se tiene que la densidad fiducial de 1/8
dado a es gamma (na, 1/v9).

4.1 Ejemplos numéricos

Ejemplo 1. Se generaron muestras de tamanos n = 20,40 y 100, de la distribucién
gamma(a,), donde « = 3y = 5. Con el generador de Engen y Lillegard (ecua-
ciones (15) y (16)) se estimaron las densidades fiduciales de « y 8, cuyas gréficas
aparecen en color azul en las figuras 1-3. Con el prop6sito de hacer las comparaciones
respectivas, con las mismas muestras también se estimaron las correspondientes densi-
dades finales bayesianas, cuando la distribucién inicial es la no informativa de Jeffreys
(ver, por ejemplo, [1]),

[N

(o) o<%<aw’<a>71> ,

donde ¥ (a) = % (logI'(@)) es la funcién digamma y ¢'(a) = %(j). Las gréficas

de las densidades finales bayesianas aparecen en color rojo en las mismas figuras,
respectivamente.

(a) Densidades de « (b) Densidades de 8

Figura 1: Densidades fiduciales: color azul; densidades finales bayesianas: color rojo;
n = 20.
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Figura 2: Densidades fiduciales: color azul; densidades finales bayesianas: color rojo;
n = 40.

0.8

0.6

0.4

0.2

(a) Densidades de « (b) Densidades de 8

Figura 3: Densidades fiduciales: color azul; densidades finales bayesianas: color rojo;
n = 100.

Ejemplo 2. Otra vez se generaron muestras de tamanos n = 20,40 y 100, de la
distribucién gamma(a, ), pero ahora con « = 5y § = 3. Se hizo lo mismo que en
el ejemplo 1 y las graficas correspondientes aparecen en las figuras 4-6.
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Figura 4: Densidades fiduciales: color azul; densidades finales bayesianas: color rojo;
n = 100.
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Figura 5: Densidades fiduciales: color azul; densidades finales bayesianas: color rojo;
n = 100.

(a) Densidades de « (b) Densidades de 8

Figura 6: Densidades fiduciales: color azul; densidades finales bayesianas: color rojo;
n = 100.

En ambos ejemplos se observa que a medida que n crece, las densidades fiduciales
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y finales bayesianas son mas parecidas, lo que era de esperarse, porque la distribucién
inicial bayesiana que se uso es no informativa, y porque en el caso bayesiano conforme
el tamano de la muestra es méas grande la distribucién inicial tiene menos influencia
en la distribucién final. Ademds, en este caso la diferencia esencial en los enfoques
bayesiano y fiducial es la ausencia de una distribucién inicial bajo el argumento
fiducial.

5. Comentarios finales

Para el caso de la distribucién gamma(a, 8 ), hemos mostrado que la distribucién fidu-
cial de («,f) estd bien definida. Dicha distribucién podria ser empleada en estadistica
frecuentista (clésica) para hacer inferencia, por ejemplo determinar intervalos de con-
fianza y realizar pruebas de hipdtesis.
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