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En el namero 29 del Journal of Basic Sciences, los lectores podran encontrar reportes de
investigaciones en diversos ambitos del quehacer de las ciencias basicas, que al generar y
aplicar el conocimiento cientifico, se encaminan hacia la atenciéon de problematicas
especificas y también a una mejor comprension del universo.

Por ejemplo, el desarrollo de procedimientos analiticos para el control de calidad de
productos para el consumo humano, es indispensable para asegurar los beneficios, asi como
disminuir los riesgos potenciales que puedan estar asociados. Es asi que se presenta un
estudio dirigido a la optimizacion de un método de preconcentracion dirigido a la
determinacion de contaminantes derivados del 4cido ftalico, que pueden estar presentes en
bebidas embotelladas. El método reportado presenta una buena precision y buenos limites de
deteccion, por lo que se considera una buena opcion en el pretratamiento de muestras. Por
otro lado, se incluye una aportacion dirigida a evaluar la calidad microbioldgica de dos
bebidas ancestrales: el aguamiel y el pulque, cuyo consumo puede representar un beneficio
por el aporte de probidticos y prebiodticos, aunque es necesario el establecimiento de
parametros normados de calidad e inocuidad, que puedan dar certeza a los procesos de
fabricacion de las mismas.

Una problemadtica actual en la quimica ambiental, son los denominados contaminantes
emergentes, los cuales no estan regulados en su disposicion final por encontrarse en bajas
concentraciones, pero que tienen la propiedad de ser bioacumulables, representando un
riesgo potencial para la salud. Este es el caso de colorantes industriales como el naranja acido
52, para el cual se presenta un estudio de su procesos de degradacion mediante diversas
tecnologias avanzadas de oxidacion, con resultados efectivos para su remocion. En otro orden
de ideas, el disefio de materiales con propiedades especificas es también un area de gran
interés, como lo muestra el articulo relacionado con la evaluacion de hidrogeles de
carboximetilcelulosa como agentes para la liberacion controlada de farmacos.

Ademas, en este numero se presenta un estudio relacionado con la estimacion de parametros
para la interaccion de tres especies en un nicho ecoldgico: planta, plaga y agente de
biocontrol, empleando la modelacion matematica por un método multipasos. No menos
importante, es la contribucion presentada para la determinacion numérica de los estados
ligados de un sistema cuantico, con un pozo de potencial triangular, lo que permitio
profundizar en la comprension de este tipo de sistemas.

Asi, con este nimero del Journal of Basic Sciences, se difunde el quehacer cientifico en
diferentes vertientes, esperando sea de utilidad para nuestros lectores.
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Resumen

En este trabajo se determinan numéricamente los estados ligados de un sistema cuantico con un
pozo potencial triangular. Ademas, se estudia un caso practico en el que se analiza un potencial
presente en dispositivos MOSFET. Para ambos casos, se emplea el método de aproximacion multi-
escalon, que consiste en aproximar el potencial mediante una cadena de n-potenciales escalon. A
partir de este nuevo potencial, las expresiones de los coeficientes de reflexion y transmision se
determinan mediante una formula recursiva, la cual es una generalizacion de los coeficientes para el
caso del potencial escalon simple. Para el sistema con un pozo triangular, se encuentran dos energias
ligadas con errores relativos menores al 1%, mientras que para el potencial asociado a los dispositivos
MOSFET se obtiene una sola energia ligada.

Palabras claves: Multi-escalon, Pozo de potencial, Ecuacion de Schrodinger, Estados ligados,
MOSFET

Abstract

In this work, the bound states of a quantum system with a triangular potential well are
numerically determined. Additionally, a practical case is studied in which a potential found in
MOSFET devices is analyzed. In both cases, the multi-step approximation method is used, which
involves approximating the potential by a chain of n-step potentials. From this new potential, the
expressions for the reflection and transmission coefficients are determined through a recursive
formula, which is a generalization of the coefficients for the simple step potential case. For the system
with a triangular well, two bound energies are found with relative errors of less than 1%, while for
the potential associated with MOSFET devices, only one bound energy is obtained

Keywords: Multi-step, Potential well, Schrodinger equation, Bound states, MOSFET
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1. Introduccion

Cuando se conoce el potencial de un sistema cuantico, este puede analizarse mediante la ecuacion de
Schrédinger. Sin embargo, en ocasiones no es posible resolver la ecuacion de Schrodinger de manera
analitica, lo que hace imposible determinar el espectro de energia asociado al sistema cuéntico. En tales
casos, es necesario recurrir a métodos de aproximacion [1]-[4], entre ellos el método de aproximacion multi-
escalon, también llamado método de aproximacion multi-step [5]. Este método es aplicable a potenciales
unidimensionales arbitrarios, suaves e independientes del tiempo. En este caso, se sabe que la solucion a la
ecuacion de Schrodinger describe un estado estacionario, en el cual la funcion de onda asociada posee una
parte espacial y una temporal. El método de aproximacion multi-step permite modelar el potencial como
una cadena de n-potenciales escalon.

Aplicando las condiciones de frontera a la parte espacial de la funciéon de onda' para el caso de un tinico
potencial escalon, podemos obtener el llamado coeficiente de reflexion R. Es bien conocida la expresion
para la amplitud de reflexion, que estd relacionada con el coeficiente R mediante |r|*>. Esta idea puede
generalizarse para el caso de n-potenciales escalon, determinando una féormula recursiva para la amplitud
de reflexion r. A partir de esta amplitud y con la ayuda de la densidad de corriente, es posible calcular el
coeficiente de reflexion R, y una vez obtenido, determinar el coeficiente de transmision, ya que ambos estan
relacionados por la expresion 7= R—1 [6]. Con esto, es posible identificar los estados ligados, cuasiligados
y resonantes.

En este trabajo se aplica el método multi-escalon a un sistema cuantico con un potencial unidimensional

del tipo barrera-lineal, con el objetivo de encontrar los espectros de energia asociados a dicho potencial y
analizar la region (—a, Xo].

Pemmmneeee Uo

-a b=0 Xo

Figura. 1. Grafica del pozo potencial triangular.

Se observa que el potencial se divide en tres regiones, por lo que es posible expresar el potencial como una
funcién a trozos, es decir:
Uy si —o<x<a.

V(x) =14V 1
@) 2x i x> —a. M
a
En la region (—oo, —a), el potencial es constante, mientras que en la region [—a, ) el potencial es lineal,
Yo

descrito por la ecuacion mx — d, siendo la pendiente m = o
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Para analizar este sistema de manera cudntica®, es necesario resolver la ecuacion de Schrddinger para el
potencial dado. Asi, se recuerda que, a partir de la ecuacion (1), se tiene un potencial a trozos. De la ecuacion
de Schrodinger unidimensional, y notando que la funcidon de onda solo depende de x y 7, dado que se esta
trabajando con estados estacionarios, la solucion es de la forma w(x, ) = ¢(x)e EV [7].

Dado que el potencial esta definido en trozos, es necesario resolver la ecuacion diferencial en cada region
y, posteriormente, aplicar las condiciones de frontera. Ademas, el signo de la diferencia en V(x) — E
determina el comportamiento de las soluciones de la ecuacion de valores propios, por lo que se deben
analizar las soluciones cuando — Vo< E <0y E> U, [7, 14, 15]. Para los estados con energia —Vy < E <0,
se obtiene que las soluciones espaciales a la ecuacion de Schrodinger para cada region son:

Aiexp(ikix) + Biexp(—ik,x) ,SI —oo < x < —a.
qb(x) = . 2m (a)? 1/3 Vo . (2)
C,Ai (? (70) ) (;x - E) ,Six > —a.

Donde Aj, Az, Bi, B2, C; son constantes y con kq; = /W y Ai es la funcion de Airy de primer tipo.

Mientras que para los estados con energia E > Uy se tiene que:
() = {Azexp(ikzx) + B,exp(—ik,x) ,si —oo<x< —a. 3
$(x) = C,Ai(E) + iD,Bi(§) ,six > —a. (3)

Donde As, A4, Bs, B4, C2, D> son constantes y con k3 = /Zh—zl (E—Uy) >0, Ai es la funcion de Airy y Bi es

1/3

2
la funcién relacionada de Airy, con argumento & = (Z—m(a) ) (%x —E ) En principio, deberia ser

ANA
posible determinar la forma de los coeficientes que establecen el coeficiente de reflexion y transmision. Sin
embargo, se presenta la dificultad de trabajar con las funciones de Airy, por lo que resulta conveniente
utilizar la amplitud de reflexion determinada mediante el método multi-escalon, y notar que es posible
determinar de manera aproximada la energia de transmision resonante, donde T = 1. Para calcular el rango
de error relativo de las aproximaciones obtenidas con este método, se aplicara el mismo procedimiento a
un pozo cuantico triangular, como los estudiados en [3, 8], y cuyo procedimiento para obtener valores
exactos se detalla en [1, 9]. En estos estudios, se asume que la masa efectiva del electron es uniforme en
todas partes e igual a 0.067 my, donde myo es la masa libre del electron.

Por ultimo, se tratara de determinar el espectro de energia de un pozo de potencial de interés en la fisica del
estado solido, ya que la forma de este potencial es de importancia en las heteroestructuras cuanticas de
semiconductores y en las estructuras de semiconductores de 6xido metalico [10-12]. Un ejemplo de esto es
la tecnologia del transistor de efecto de campo de metal-6xido-semiconductor, o por sus siglas en inglés,
MOSFET (Metal-Oxide-Semiconductor Field-Effect Transistor) los cuales son dispositivos fundamentales
en la electronica moderna, utilizados ampliamente en circuitos integrados y aplicaciones de potencia. Dado
que un soélido real es tridimensional y el tratamiento matematico se complica, un modelo en una dimension
muestra parte del comportamiento cualitativo observado en tres dimensiones.
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2. Teoria

El método de aproximacion multiescalon se utiliza para determinar los estados ligados y cuasiligados
asociados a un sistema cuantico con un potencial que presenta multiples pozos arbitrarios [13]. Cuando en
la ecuacion de Schrodinger el potencial es independiente del tiempo, es decir, V (x, £) = V (x), como en el
caso en que se estudian multiples pozos cuanticos, se puede resolver proponiendo la separacion de variables
w (x, ©) = ¢ (x) f(¢). Al sustituir en la ecuacion de Schrodinger, se pueden obtener las siguientes ecuaciones:

of ) 4)

lhT =F f (t)

R 97 500 + Vb = Ed() ®)
2m 0x?2 -

Resolviendo la primera ecuacion utilizando las condiciones de contorno, se encuentra que la
solucion corresponde a un estado estacionario ¥ (x, 1) = ¢ (x) e . Para aplicar el método de
aproximacién multiescalon, se considerara un potencial ¥ (x) que se aproxima mediante
n—escalones de potencial 3, tal que:

( Vo, x<0.

Vi, 0< x < wsy.
Vo, wi <x<wq+ws,.

_ j-1 j
Vx) =9 Vi, Z Wi<x<z w;. (6)
i i

n—1
Vi x> Z w;.
\ i

Entonces:
d? 2m 5
V0 = =[5 E =] we) = -k, )
Donde la solucion a la ecuacion anterior resulta ser:
Y (x) = aje™* + a’je~HIx, (8)
En donde:
2m
ki = F(E - V). 9)

2.1 Formula general para la amplitud de reflexion

Considerando el caso de un tnico potencial [14] con el escalon en x = 0, su funcion de onda en las regiones
0y 1 sera de la forma:

Yo (x) = agetko® + a;)e_”‘ox. (10)
Po(x) = agetkr* + g e kX, (11)

El segundo término de la ecuacion (10) debe anularse:
P1(x) = a;e'ho*, (12)
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Asi que el coeficiente de reflexion sera:
ag  ko—ky
T‘Ol = = . (13)
En lo que sigue, es conveniente introducir una expresion generalizada para el coeficiente de reflexion de

limite unico. Para ello, las regiones en el lado del limite estan etiquetadas porj y /:
ki—k, (12)
;= :
Y7k + kK

Ahora se considerara el caso en que hay dos limites de potencial con escalones enx =0y x = w;. De manera

i = —

analoga al caso anterior, se encuentran las siguientes ecuaciones:

Po(x) = agetko® + a;,e_"kox. (15)
Py (x) = a etfr* + a'le_iklx. (16)
P, (x) = ayetke® + alze_”‘zx. 17

El segundo término de la segunda ecuacion debe ser nulo, i.e., a’>» = 0 porque no hay ondas reflejadas en
esa region.
P (x) = azet ¥, (18)

De la condicion de continuidad de la funcion de ondaenx =0y enx =w;
ap+do=0a; +dy. — () ko(ao-do) = ki(a; —dy). (1)

Por otro lado, dado que no hay ninguna singularidad en x = 0, wy, la derivada de la funcion de onda debe
ser continua en esos puntos.

a,etf1Wr 4 g etkiwWi = g etkew1  —  (]]]) ki (a,e*1"1 — dpetkiW1 = k,a,et*21, — (IV)
Asi, la amplitud de reflexion ro12 sera:

2ikqaw
Ty~ T "

1+ T01T12€2ik1W1 .

(19)

To12 =

2.1.1 Generalizacion de la amplitud de reflexion

Para el caso de n-€simo, se considerara el caso en que hay z limites de potencial con escalones en x =0, wi,
w2+ w, ...,Z}l;& wj, en donde se considera x = wy = 0. Asi, se encontraran » funciones de la forma:

¥;(x) = a;e’™* + dje” ", (20)
Conj=0,1,2,...,n—1, mientras que para la tltima funcion w,(x) el término d,, = 0, por lo que:
Pn(x) = a e, 21)
Tomando en cuenta que ry; = ﬁ, se obtiene que:
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Ty, ta,e ka1

2ikqw
, To1 + - e~tk1Wq
dy _ Tty % (1 + r‘lzaze_ZlkZWl)

ap l4raa iz + ape ?eWi o
rol —27 e
1+ rpae2tkaws

Asi, tomando en cuenta los casos para n= 2, 3:

2ik,w
Tip + Tp3..n87 272

T123..n = - 22
123-m 1+r12r23mn621k2W2 ( )

Paran>2

2ikqaw
o1 + "23..0€8° 171

(23)

T0123--n = i
1 + T12T123...n621klwl

2.2 Estados ligados y cuasi-ligados

En mecanica cuantica, los estados ligados aparecen cuando el movimiento de una particula, para cualquier
energia, esta acotado o confinado en una region finita y limitada del espacio, delimitada por los puntos de
retorno clasicos. Estos estados son soluciones a la ecuacion de Schrodinger estacionaria [15]. Usualmente,
los estados ligados tienen energias menores que el potencial analizado, es decir, E < V. Se tiene que el
espectro de energia de estos estados es discreto y se requieren condiciones de frontera para encontrar los
valores de la energia.

Ademas, dentro de las soluciones de estado estacionario también se puede encontrar un espectro continuo
relacionado con los estados libres. En esta parte continua del espectro pueden existir ciertos estados cuasi-
estacionarios, correspondientes a valores propios de energia complejos con partes imaginarias negativas y
partes reales positivas. Como consecuencia de sus valores propios complejos, los estados cuasiestacionarios
tienen la caracteristica de resonancias, que deben decaer en el tiempo con un tiempo de vida dado por %
sobre la parte imaginaria de E. Las resonancias son soluciones que se comportan como ondas salientes en
todos los canales de dispersion y estan asociadas a valores complejos de la energia. Estas resonancias estan
intimamente relacionadas con maximos de probabilidad de transmision a través de una barrera.

Para el potencial dado en la ecuacion (6), los estados ligados pueden caracterizarse como estados descritos
por una solucion de la ecuacion (7) en forma de una onda saliente amortiguada en x en ambos lados del
pozo (x <0y x> ¥ ' wi, y una onda oscilatoria en la region de x donde ¥(x) es un minimo. En contraste,
los estados cuasi-ligados, o estados de fuga, del mismo potencial pueden definirse como soluciones de la
ecuacion (7) en forma de onda saliente amortiguada solo a la izquierda del pozo (donde x < 0).

Las energias bien definidas a las cuales el coeficiente de transmision 7= R — 1 toma su valor maximo
definen un fenomeno denominado transmision resonante, que indica la situacion en la que el potencial es
practicamente imperceptible para una particula cuantica que atraviesa la region del potencial. Otro
fenémeno que emerge junto con este es el caso contrario, que ocurre cuando el coeficiente de transmision
es minimo, o bien cuando el coeficiente de reflexién R es maximo. A este fendmeno se le asocian estados
denominados estados de resonancia. Debido a que la condicidon de resonancia es similar a la condicion que
establece la energia de los estados ligados, las resonancias se interpretan como energias de estados ligados,
pero inestables.
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3. Resultados y discusion

Se empleod el método de aproximacion multiescalon para determinar el espectro de energia correspondiente
a los estados ligados del sistema cuantico descrito en la introduccion (ver Figura 1). Para ello, se supuso
que la masa efectiva del electrdon, al ser sometido a este potencial, es m*= 0.067my. Asi, se pudo observar
que se obtuvieron dos estados ligados (ver Figura 2-b): el de energia E; = —209.304 meV corresponde al
estado fundamental del sistema, y el de energia E; = —4.675 meV corresponde al primer estado excitado.
Podrian existir otros estados excitados, pero en la region de interés y en el rango de energia considerado,
solo se encontraron dos.

Potencial Barrera-Lineal con Uy = 0.1eV,a = 7nm, Vp = 0.45eV

0.3 = Vix)
0.2 4
0.1+
0.0 1

-0.11

Energia [eV]

-0.2 1

T T T T T - T T T
-10 -08 -06 -04 -0.2 0.0 0.2 0.4 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0
x [fm] le7 Energia (eV)

(a) Potencial. (b) Estados ligados encontrados.
Figura.2. Pozo de potencial triangular.

Considerando un modelo de un potencial muy similar al propuesto en la introduccion, y para el cual se han
determinado las energias ligadas mediante diferentes métodos, se modifica el potencial estudiado en
primera instancia. La parte lineal del potencial se trunca en cierto valor de energia V; = 0, de modo que el
potencial resultante forma un pozo triangular finito de profundidad ¥ =—0.45 eV. Como se muestra en la
Figura 3-a, el pozo tiene una forma irregular, ya que del lado izquierdo se presenta una especie de barrera
de potencial. Potenciales de esta forma se encuentran en semiconductores de diferentes tipos.

Aplicando el método de aproximacion multiescalén (MSAM, por sus siglas en inglés), se pueden obtener
las energias de los estados ligados. Este modelo tiene solucion analitica; en la tabla 1 se presenta una
comparativa de la eficiencia del MSAM frente al resultado analitico, donde se puede observar que, a medida
que el namero de escalones “N” aumenta, la aproximacién mejora significativamente respecto al valor
analitico.

Potencial Pozo triangular con Ug = 0.1eV,a= 7nm, V, = 0.45eV
0.1

—_— V(x)

0.0

0.1

Energia [eV]
S
N

-10 -08 -06 -04 =02 00 02 04 -0.4 -03 -0.2 -0.1 0.0
x [fm] le7 Energia (eV)

(a) Potencial. (b) Estados ligados cuando N=500.
Figura.3. Pozo triangular con parte lineal truncada
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Entonces, teniendo los valores exactos de los estados ligados, es posible hacer una comparacion con los
valores encontrados mediante el método MSAM para diferentes valores de N. A fin de calcular el error
relativo al utilizar este método, se tomaran los valores de las energias cuando N = 500. Se encontr6 que el
error relativo para el primer estado ligado E; es igual a e, = 1.90%107°, mientras que, para el segundo estado
ligado, el error relativo encontrado es e, = 1.56%10™*. De lo anterior, se puede notar que los errores relativos
son muy bajos, lo que indica que los valores encontrados mediante el MSAM son excelentes
aproximaciones.
Tabla 1. Energias propias del estado ligado del pozo cuantico triangular.

Estados Valorexacto N _ 199 & =200 N =300 N =400 N =500
ligados (meV)
E -209.86 210711 -200.676 209316 210216 -200.856
E» -6.39 -6.841 6301 -6.121 -6.571 -6.391

Por tltimo, se aplico el MSAM a un potencial de estudio dentro de la fisica del estado solido, mas
especificamente en materiales semiconductores. Para este pozo de potencial, se identifico una parte
exponencial (ver Figura 4-a), que ha sido estudiada en diferentes articulos, como los mencionados en la
introduccién. Usando el método MSAM, se encontrd que dicho potencial solo tiene un tnico estado ligado
(ver Figura 4-b) con energia E; = —150.765 meV.

Potencial Barrera-Lineal con Uy = 0.1eV,a=7nm, V= 0.45eV
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(a) Potencial. (b) Estados ligados encontrados.

Figura. 4. Pozo con parte exponencial.
4. Conclusiones

Se pudo observar que los pozos de potencial triangulares analizados tienen dos energias ligadas, las cuales
estan relacionadas con el estado base y el primer estado excitado. En contraste, para el potencial que se
encuentra en dispositivos semiconductores, el cual tiene una forma exponencial, solo se encontr6 una
energia ligada, que corresponde al estado base. En principio, el método multiescalon se emplea en los casos
en los que el potencial a analizar es suave y la ecuacidon de Schrodinger asociada no necesariamente tiene
solucion analitica. Ante esta situacion, se ha encontrado que las aproximaciones realizadas para las energias
ligadas de los pozos cuanticos analizados en este trabajo son suficientemente buenas, independientemente
de la forma del potencial, ya que los errores relativos encontrados al utilizar este método fueron mucho
menores al 1%. También se observéd que este método puede aplicarse a potenciales que se encuentran en la
practica, constituyendo, junto con el método de matriz de transferencias y otros, opciones viables para
determinar de manera numérica los estados ligados.
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