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Resumen  

En este trabajo planteamos y resolvemos numéricamente el problema de control óptimo para el 
tratamiento con interferón en un enfermo endémico de hepatitis C que responde a la terapia. 

Palabras claves: Hepatitis C, Control óptimo, Interferón 
 

Abstract 
The problem of optimal control for the treatment with interferon in an endemic patient of hepatitis 
C is proposed and solved numerically. 

Keywords: Hepatitis C, Optimal control, Interferon 
Recibido: 01 de diciembre 2023. Aceptado: 22 de diciembre de 2023. Publicado: 30 de abril de 2024 

1. Introducción 

La infección por el Virus de la Hepatitis C (VHC) representa un problema de salud pública con fuertes 
repercusiones clínicas y económicas. El VHC puede producir una infección aguda, o crónica y 
condiciona al paciente a la cirrosis hepática (del 20 % al 30 %) y al cáncer de hígado (con un 
porcentaje mucho menor), ambas de consecuencias mortales [10]. Actualmente, de 130 a 150 
millones de personas en todo el mundo son portadoras del VHC (2015). 
 
El VHC infecta a las células del hígado, provocando que ´este deje de funcionar adecuadamente. Los 
mecanismos más frecuentes de transmisión del VHC son las transfusiones sanguíneas, el uso de 
drogas intravenosas, las hemodiálisis, los tatuajes, las conductas sexuales riesgosas, la transmisión 
vertical madre a hijo y los trasplantes, entre otros. La infección se vuelve crónica en la mayoría de 
los casos y la elevada tasa de mutación del virus ha impedido el desarrollo de una vacuna eficaz, por 
esto mismo se da el fenómeno de reinfección [18]. 
 
Actualmente los tratamientos aprobados por la Food Drug Administration (FDA) para la hepatitis C 
crónica consisten en la aplicación de interferón α−2a ó α−2b (INF) pegylados, más ribavirina. Los 
interferones pertenecen a una familia de proteínas intercelulares y su principal función es afectar la 
replicación viral. Por otro lado, la ribavirina es un nucleósido sintético de guanosina que actúa como 
antiviral. 
 
La determinación de la carga viral oscilante permite conocer la intensidad de la infección. Por 
consiguiente, el objetivo central del tratamiento es conseguir negativizar o al menos disminuir 
significativamente la carga viral. 
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Para comprender la dinámica del VHC, especialmente para determinar la eficacia de la terapia con 
interferón y ribavirina, se han utilizado modelos matemáticos, los cuales han tenido éxito en la 
explicación de los patrones observados en los cambios de la carga viral en pacientes infectados por 
el VHC [3, 5, 7, 8, 9, 12, 16]. El modelo precursor en esta área es el de Neumann et al. [16], ellos 
describen la dinámica del VHC bajo tratamiento con interferón-α mediante un modelo matemático 
basado en tres compartimentos: hepatocitos sanos, hepatocitos infectados y la carga viral. 
 
La teoría del control se ha utilizado en un gran número de aplicaciones, incluyendo problemas 
biológicos y económicos. En el caso del VHC, Chakrabarty y Joshi [6] motivados por [7, 16] 
consideran un modelo para la dinámica del VHC bajo terapia combinada de interferón y ribavirina. 
Se formula un objetivo funcional para minimizar la carga viral, así como los efectos secundarios del 
fármaco. El sistema ´óptimo se resuelve numéricamente para determinar la eficacia óptima de los 
fármacos. Chakra-barty [4] extendió los resultados en [6] al considerar una forma funcional 
clínicamente validada de la eficacia del interferón y por lo tanto determinaron la eficacia óptima de 
la ribavirina. Martin et al. [14] en un artículo reciente examinan un modelo de tres comparaciones 
para el VHC, con la participación de los susceptibles, infectados crónicamente y los usuarios de 
drogas inyectables tratadas (CDI). Ellos determinan un programa de tratamiento óptimo durante un 
período de 10 años teniendo en cuenta varios objetivos biomédicos y económicos. Por último, 
Ntaganda et al. [15] analizan el papel crucial que juegan los fármacos en el control de las 
enfermedades del VHC a través de un modelo bicompartamental tal que los controles son esos 
fármacos. 
 
En este trabajo se da un régimen de tratamiento óptimo, que consiste en reducir la carga viral, el 
costo del tratamiento y los efectos secundarios derivados de la medicación. Para este fin, tomamos 
el modelo formulado en [16] como una base para aplicar la teoría de control óptimo. 
 
El documento está organizado de la siguiente manera: En la sección 2 presentamos las ecuaciones 
del modelo estudiado por Alavez-Ramirez et al [1]. En las secciones 3 y 4 se incluye tratamiento al 
modelo y se formula el problema de control óptimo. También se demuestra la existencia y unicidad 
del problema de control. Los resultados numéricos se muestran en la sección 5, y finalmente las 
conclusiones se presentan en la sección 6. 

2. Planteamiento del modelo 

El modelo matemático para la dinámica del VHC estudiado en Neumann et al [16] está dado por el 
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 

�̇�! = 𝛽! − 𝑘𝐻!𝑉 − 𝜇!𝐻!, 
�̇�" = 𝑘𝐻!𝑉 − 𝜇"𝐻",                                                                                                               (1) 
�̇� = 𝑝𝐻" − 𝜇#𝑉. 
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• Hs(t) es la población de hepatocitos sanos en el hígado en el hempo t (células/mm3). Éstas 
se generan a una tasa constante βs y mueren a una tasa per cápita µs. 

• Hi(t) es la población de hepatocitos infectados (enfermos) en el hígado en el hempo t 
(células/mm3). Los hepatocitos sanos Hs se convierten en infectados Hi, con una tasa 
proporcional al producto del número de hepatocitos sanos Hs por la carga viral V, con tasa 
de infección k. 

• V(t) es la carga viral del VHC en el hempo t *$%
&'
+. El VHC se produce dentro de un hepatocito 

infectado Hi a una razón de p viriones por hepatocito infectado por día, y mueren con una 
tasa de mortalidad per cápita 𝜇#. Dado que los hepatocitos infectados Hi mueren a causa de 
la replicación del VHC en su interior, se supondrá que µi ≥ µs. 
El conjunto donde el sistema (1) hene senhdo biológico como se muestra en [1] está dado 
por 

Υ = -(𝐻!, 𝐻" , 𝑉) ∈ 𝑹() :
0 ≤ 𝐻! ≤ 𝐻* , 0 ≤ 𝐻" ≤ 𝐻* ,
𝐻! +𝐻" ≤ 𝐻* , 0 ≤ 𝑉 ≤ 𝑉* ,

7, 

 

donde 𝐻* = +!
&!

 es la población máxima de hepatocitos en el hígado de un individuo sano y 𝑉* =
,-"
&#

 es la máxima carga viral que una persona puede soportar. El siguiente resultado está 

desarrollado por Alavez-Ramírez et al. [1].  

Teorema 1.1. Tomando 𝑅. =
+!/0
&$&!&#

 y µi ≥ µs, se tiene 

1. Si 𝑅. 	≤ 	1, entonces 𝐸. = *
+!
&!
, 0, 0+ es el único punto de equilibrio del sistema (1) en ϒ 

que corresponde al individuo sano, el cual es global asintóhcamente estable. 
2. Si 𝑅. 	> 	1, entonces el sistema (1) hene dos puntos de equilibrio en ϒ, E0 que es inestable 

y el equilibrio del enfermo endémico 

𝐸1 = =
𝛽!

𝜇!𝑘𝑉∗
	 ,
𝜇#𝑉∗

𝑝
	, 𝑉∗>, 

el cual es local asintóticamente estable. 

3. Planteamiento del problema de control 

En esta sección consideremos el modelo básico dado por el sistema (1) pero ahora, introducimos 
tratamiento con interferón para obtener el nuevo sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 

�̇�! = 𝛽! − 𝑘𝐻!𝑉 − 𝜇!𝐻!, 
�̇�" = 𝑘𝐻!𝑉 − 𝜇"𝐻",                                                                                                   (2) 
�̇� = (1 − 𝑢)𝑝𝐻" − 𝜇#𝑉, 

donde 0 ≤ u ≤ 1 representa la eficacia del tratamiento en bloquear la liberación de nuevos viriones. 
Por ejemplo, u = 0.9 representa una eficacia del 90 % del tratamiento.  
Se tiene un resultado análogo al teorema 1.1.  



Journal of Basic Sciences, Vol. 10 (27), pp. 87-105, enero - abril 2024 

 

90 
 
 

                                   http://revistas.ujat.mx/index.php/jobs                 ISSN: 2448-4997 

La aportación en este trabajo es el planteamiento y solución del problema de control dado por el 
tratamiento. para este propósito, consideramos el funcional de costo 

𝐽[𝑢] =
1
2
D E𝐶1𝐻"3(𝑡) + 𝐶3𝑉3(𝑡) + 𝑅𝑢3(𝑡)H𝑑𝑡.
4

.
 

Los primeros dos términos representan los principales objetivos biológicos, es decir, reducir la 
cantidad de hepatocitos infectados y la carga viral, mientras que el tercer término representa el 
costo de la administración del medicamento. Las constantes positivas C1 y C2, representan los 
coeficientes de costos asociados a las variables Hi y V. La constante positiva R se considera como un 
balance del costo y la gravedad de los efectos secundarios del fármaco. Cuando se administra el 
medicamento, éste produce una alta toxicidad para el cuerpo humano, lo que fundamenta la 
adopción de las condiciones de control de segundo grado en lugar del control lineal. 
 
El Lagrangiano para el problema de control está dado por 

ℒ(𝐻!(𝑡), 𝐻"(𝑡), 𝑉(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) =
1
2
E𝐶1𝐻"3(𝑡) + 𝐶3𝑉3(𝑡) + 𝑅𝑢3(𝑡)H, 

Así, resolver el problema de control óptimo consiste en minimizar el funcional de costo 

       𝐽[𝑢] = 1
3∫ E𝐶1𝐻"3(𝑡) + 𝐶3𝑉3(𝑡) + 𝑅𝑢3(𝑡)H𝑑𝑡.

4
.                                                              (3) 

sujeto al sistema (2), con las condiciones iniciales 

        𝐻!(0) = 𝐻!., 𝐻"(0) = 𝐻"., 𝑉(0) = 𝑉.,							𝑢 ∈ 𝔘                                                         (4) 

donde 

𝔘 = {𝓌 ∶ 	 [0, 𝑇] → [0,1]:	𝓌	𝑒𝑠	𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎}. 
 
3.1 Existencia del control óptimo 

En esta sección se dan condiciones suficientes para la existencia de un control óptimo. 
 
Teorema 2.1. Consideremos el problema de control planteado con ℒ continua. Se satisfacen las 
siguientes condiciones: 

1.  El conjunto de pares admisibles ℱ es diferente del conjunto vacío. 
2.  𝔘 es convexo y cerrado. 
3.  El sistema (2) se puede escribir como ẋ = 	𝛼(𝑡, 𝑥) + 	𝛽(𝑡, 𝑥)𝑢.  
4.  ℒ es convexo en 𝔘. 
5.  Existen constantes c1 , c2 > 0 y β > 1 tales que  

ℒ(𝑡, 𝑥, 𝑢) ≥ 𝑐1|𝑢|+ − 𝑐3 
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Demostración 

Como las soluciones del sistema (2) son acotadas y sus coeficientes son acotados, podemos usar 
un resultado de Lukes ([13], teorema 9.2.1) para probar la existencia de un par admisible (x0, u) ∈ 
ℱ. Por lo tanto ℱ ≠ 𝜑  y la condición 1 se tiene. 
 
Claramente 𝔘 es convexo y acotado por definición, así que la condición 2 se cumple directamente. 

También se tiene la convexidad del Lagrangiano, porque es una función cuadrática en u, y por lo 
tanto se cumple la condición 4. 
Para probar la condición 3 notemos que el sistema (2) se puede escribir como 

c
�̇�!
�̇�"
�̇�
d = e

𝛽! − 𝑘𝐻!𝑉 − 𝜇!𝐻!
𝑘𝐻!𝑉 − 𝜇"𝐻"
𝑝𝐻" − 𝜇#𝑉

f − e
0
0
𝑝𝐻"

f𝑢 

Sólo resta probar la condición 5. Para esto, notemos que por definición se tiene que para  c1 > 0 

c1u2≤	c1u	≤	c1,	

y, en consecuencia 

c1u2	–	c1	≤	c1u	–	c1	≤	0.	

por lo tanto  

ℒ(𝐻!(𝑡), 𝐻"(𝑡), 𝑉(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) =
1
2
E𝐶1𝐻"3(𝑡) + 𝐶3𝑉3(𝑡) + 𝑅𝑢3(𝑡)H ≥ 0 ≥ 𝑐1|𝑢|3 − 𝑐1. 

 
En base a un resultado general dado en Fleming and Rishun ([11], teorema 4.1 y su corolario p. 
68–69) las condiciones 1-5 en el teorema anterior, garantizan la existencia de un control óptimo u∗ 
que minimiza a J[u]. Este resultado prueba el siguiente 

Corolario 2.2. Consideremos el problema de control planteado con ℒ continua. Existe un control u∗ 

que minimiza la funcional de costo J[u].  

3.2 Caracterización del control óptimo 
Como ya probamos que existe un par óptimo (x , u∗), usaremos el principio de Pontryagin [11], para 
dar una caracterización de u∗. 

Teorema 2.3. Dado el control óptimo u∗ asociado al problema dado por 3, 4, y la solución óptima de 
(2), existen funciones λi(t), i = 1, 2, 3 continuamente diferenciables, que satisfacen 

𝜆1̇ = 𝜆1𝑘𝑉 + 𝜆1𝜇! − 𝜆3𝑘𝑉, 
𝜆3̇ = 𝐶1𝐻" + 𝜆3𝜇"𝐻" − 𝜆)(1 − 𝑢∗)𝑝,                                                                                               (5) 
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𝜆)̇ = 𝐶3𝑉 + 𝜆1𝑘𝐻! − 𝜆3𝑘𝐻! + 𝜆)𝜇# , 

donde λi(T) = 0, i = 1, 2, 3 son las condiciones de transversalidad. 
Además, u∗ satisface 

𝑢∗(𝑡) = 𝑚í𝑛 j𝑚á𝑥 j0,
𝑝𝜆)(𝑡)𝐻"(𝑡)

𝑅
l , 1l. 

Demostración. 

El Hamiltoniano asociado al problema de control es 

𝐻m𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆(𝑡)n =
1
2
E𝐶1𝐻"3(𝑡) + 𝐶3𝑉3(𝑡) + 𝑅𝑢3(𝑡)H 

+	𝜆1[𝛽! − 𝑘𝐻!𝑉 − 𝜇!𝐻!] + 𝜆3[𝑘𝐻!𝑉 − 𝜇"𝐻"] 
+	𝜆)[(1 − 𝑢)𝑝𝐻" − 𝜇#𝑉] − 𝑣1𝑢 − 𝑣3(1 − 𝑢), 

Donde v1 (t), v2 (t) ≥ 0 son multiplicadores de penalización que garantizan que u ∈ [0, 1] y satisfacen 
v1u* = 0, v2(1 - u*) =0.  

Por el teorema de Pontryagin [17], se tiene que  

𝜆1̇ = −	
𝜕𝐻
𝜕𝐻!

𝜆1𝑘𝑉 + 𝜆1𝜇! − 𝜆3𝑘𝑉, 

𝜆3̇ = −	
𝜕𝐻
𝜕𝐻"

−𝐶1𝐻" + 𝜆3𝜇"𝐻" − 𝜆)(1 − 𝑢∗)𝑝, 

𝜆)̇ = −	
𝜕𝐻
𝜕𝐻!

− 𝐶3𝑉 + 𝜆1𝑘𝐻! − 𝜆3𝑘𝐻! + 𝜆)𝜇# , 

con condiciones de transversalidad λ1(T)=0, i=1,2,3. 

Para caracterizar u* usamos la condición de optimalidad 

𝜕𝐻(𝑢∗)
𝜕𝑢

= 0, 

lo cual implica que 

𝑅𝑢∗ − 𝜆)𝑝𝐻" − 𝑣1 + 𝑣3 = 0. 

Así que  

𝑢∗ =
𝑝𝜆)𝐻" + (𝑣1 − 𝑣3)

𝑅
. 

Para obtener una expresión explícita para el control óptimo u* consideramos los siguientes casos: 



Journal of Basic Sciences, Vol. 10 (27), pp. 87-105, enero - abril 2024 

 

93 
 
 

                                   http://revistas.ujat.mx/index.php/jobs                 ISSN: 2448-4997 

• Si 0 < u* (t) < 1, entonces v1(t) = 0 = v2(t) y esto implica que 

𝑢∗(𝑡) =
𝑝𝜆)𝐻"
𝑅

. 

• Si u* = 0, se tiene v2 = 0, v1 ≥ 0 y así 

0 = 𝑢∗(𝑡) =
𝑝𝜆)𝐻" + 𝑣1

𝑅
. 

como v1(t) ≥ 0 entonces 

𝑝𝜆)𝐻"
𝑅

≤ 0. 

• Si u*(t)= 1, se tiene que v1 (t)= 0, v2 ≥ 0 y en este caso 

1 = 𝑢∗(𝑡) =
𝑝𝜆)𝐻" − 𝑣3

𝑅
, 

pero como v2 ≥ 0, concluimos que  

1 ≤
𝑝𝜆)𝐻"
𝑅

. 

Juntando los 3 casos anteriores, u* queda caracterizado completamente por 

𝑢∗(𝑡) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 0 𝑠𝑖

𝑝𝜆)𝐻"
𝑅

≤ 0

𝑝𝜆)𝐻"
𝑅

𝑠𝑖 0 <
𝑝𝜆)𝐻"
𝑅

< 1

1 𝑠𝑖
𝑝𝜆)𝐻"
𝑅

≥ 1.

 

En notación compacta 

𝑢∗(𝑡) = 𝑚í𝑛	{𝑚á𝑥 j0,
𝑝𝜆)(𝑡)𝐻"(𝑡)

𝑅
l , 1}. 

El problema de optimalidad está dado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con 
valores en la frontera, de acuerdo al teorema 2.3. 

�̇�! = 𝛽! − 𝑘𝐻!𝑉 − 𝜇!𝐻!, 
�̇�" = 𝑘𝐻!𝑉 − 𝜇"𝐻", 
�̇� = (1 − 𝑢)𝑝𝐻" − 𝜇#𝑉. 
𝜆1̇ = 𝜆1𝑘𝑉 + 𝜆1𝜇! − 𝜆3𝑘𝑉, 
𝜆3̇ = 𝐶1𝐻" + 𝜆3𝜇"𝐻" − 𝜆)(1 − 𝑢∗)𝑝,                                                                                               (6) 
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𝜆)̇ = 𝐶3𝑉 + 𝜆1𝑘𝐻! − 𝜆3𝑘𝐻! + 𝜆)𝜇# , 

𝑢∗(𝑡) = 𝑚í𝑛	{𝑚á𝑥 j0,
𝑝𝜆)(𝑡)𝐻"(𝑡)

𝑅
l , 1}, 

𝐻!(0) = 𝐻!., 𝐻"(0) = 𝐻"., 𝑉(0) = 𝑉., 𝜆"(𝑇) = 0, 𝑖 = 1, 2, 3. 

3.3 Unicidad del control óptimo 

Para probar la unicidad del control óptimo, utilizaremos el hecho de que las soluciones del sistema 
(2) y las ecuaciones adjuntas, las cuales dependen de las variables de estado y el control, también 
están acotadas. 

Teorema 2.4. Para T suficientemente pequeña, las soluciones acotadas del sistema de optimalidad 
(6) son únicas. 

Demostración. sean (Hs, Hi, V, λ1, λ2, λ3) y (𝐻ws ,𝐻wi, 𝑉x , �̅�1, �̅�2, �̅�3) dos soluciones diferentes del sistema 
de optimalidad. 
Elegimos m > 0 de tal manera que 

                       
𝐻!(𝑡) = 𝑒56ℎ(𝑡), 𝐻"(𝑡) = 𝑒756𝑞(𝑡), 𝑉(𝑡) = 𝑒756𝑔(𝑡),
𝜆1(𝑡) = 𝑒756𝑤(𝑡), 𝜆3(𝑡) = 𝑒756𝑟(𝑡), 𝜆)(𝑡) = 𝑒756𝑗(𝑡),

                    (7) 

𝐻w!(𝑡) = 𝑒56ℎx(𝑡), 𝐻w"(𝑡) = 𝑒56𝑞x(𝑡), 𝑉x(𝑡) = 𝑒56�̅�(𝑡),
�̅�1(𝑡) = 𝑒756𝑤w(𝑡), �̅�3(𝑡) = 𝑒756𝑞x(𝑡), �̅�)(𝑡) = 𝑒756𝚥(̅𝑡),

 

Adicionalmente sean 

𝑢∗(𝑡) = 𝑚í𝑛	{𝑚á𝑥 �0, 08%(6)-$(6)
;

� , 1},                                                                                               (8) 

𝑢∗(𝑡) = 𝑚í𝑛	{𝑚á𝑥 �0, 08%(6)-
<$(6)

;
� , 1},  

los controles óptimos asociados a los sistemas de optimalidad. 

Sustituyendo las expresiones (7) en las ecuaciones del sistema de optimalidad (6), se obtiene que 

ℎ̇ + 𝑚ℎ = 𝑒756𝛽! − 𝑘𝑒56ℎ𝑔 − 𝜇!ℎ, 
�̇� + 𝑚𝑞 = 𝑘𝑒56ℎ𝑔 − 𝜇"𝑞, 
�̇� + 𝑚𝑔 = 𝑝(1 − 𝑢∗)𝑞 − 𝜇#𝑔, 
�̇� − 𝑚𝑤 = 𝑘𝑒56𝑤𝑔 + 𝜇!𝑤 − 𝑘𝑒756𝑟𝑔, 
�̇� − 𝑚𝑟 = 𝐶1𝑒356𝑞 +	𝑒56𝑟𝑞 − 𝑝(1 − 𝑢∗)𝑗, 
𝚥̇ − 𝑚𝑗 = 𝐶3𝑒356𝑔 + 	𝑘𝑒56𝑤ℎ − 𝑘𝑒56𝑟ℎ + 𝜇#	𝑗,                                                                   (9) 

ℎẋ + 𝑚ℎx = 𝑒756𝛽! − 𝑘𝑒56ℎx�̅� − 𝜇!ℎx, 
𝑞ẋ + 𝑚𝑞x = 𝑘𝑒56ℎx�̅� − 𝜇"𝑞x, 
�̇̅� + 𝑚�̅� = 𝑝(1 − 𝑢∗)𝑞x − 𝜇#�̅�, 
𝑤ẇ −𝑚𝑤w = 𝑘𝑒56𝑤w�̅� + 𝜇!𝑤w − 𝑘𝑒756�̅��̅�, 
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�̇̅� − 𝑚�̅� = 𝐶1𝑒356𝑞x +	𝑒56�̅�𝑞x − 𝑝(1 − 𝑢∗)𝚥,̅ 
𝚥 ̅̇ − 𝑚𝚥̅ = 𝐶3𝑒356�̅� + 	𝑘𝑒56𝑤wℎx − 𝑘𝑒56�̅�ℎx + 𝜇#	𝚥,̅ 

Adicionalmente por las expresiones para u∗ y 𝑢x∗ dadas en (8), se tiene que 

𝑢∗ − 𝑢x∗ ≤ �
𝑃
𝑅
(𝑞𝑗 − 𝑞x𝚥)̅�. 

Sean N1, N2, y N3 cotas superiores de w, r y j respectivamente. También como e−mt ≤ 1 para t ≥ 0, se 
tiene que h(t) ≤ e−mt Hs (t) ≤ HM, q(t) ≤ e−mt Hi (t) ≤ HM, y g(t) ≤ e−mt V (t) ≤ VM. Por último, notemos 
que emt ≤ emT, para toda t ∈ [0, T]. 

A continuación, tomamos las diferencias *ℎ̇ − ℎẋ+ , (�̇� − 𝑞ẋ), (�̇� − �̇̅�), (�̇� − 𝑤ẇ), (�̇� − �̇̅�)	𝑦	(𝚥̇ − 𝚥̅̇), las 

multiplicamos por mℎ − ℎxn, (𝑞 − 𝑞x), (𝑔 − �̅�), (𝑤 − 𝑤w), (𝑟 − �̅�), (𝑗 − 𝚥)̅ respectivamente e 
integramos de 0 a T, obteniendo las siguientes integrales 

1
3
Eℎ − ℎxH3(𝑇) + 𝑚∫ mℎ − ℎxn3𝑑𝑡 = −𝑘 ∫ 𝑒56mℎ𝑔 − ℎx�̅�nmℎ − ℎxn𝑑𝑡4

.
4
.                              (10) 

−𝜇!D mℎ − ℎxn3𝑑𝑡,
4

.
 

1
3
[𝑞 − 𝑞x]3(𝑇) + 𝑚∫ (𝑞 − 𝑞x)3𝑑𝑡 = −𝑘 ∫ 𝑒56mℎ𝑔 − ℎx�̅�n(𝑞 − 𝑞x)𝑑𝑡4

.
4
.                               (11) 

−𝜇!D (𝑞 − 𝑞x)3𝑑𝑡,
4

.
 

1
3
[𝑔 − �̅�]3(𝑇) + 𝑚∫ (𝑔 − �̅�)3𝑑𝑡 = 𝑝∫ (𝑢∗ − 𝑢x∗)(𝑞 − 𝑞x)(𝑔 − �̅�)𝑑𝑡4

.
4
.                             (12) 

−𝜇!D (𝑔 − �̅�)3𝑑𝑡,
4

.
 

1
3
[𝑤 − 𝑤w]3(0) + 𝑚∫ (𝑤 − 𝑤w)3𝑑𝑡 = −𝑘 ∫ 𝑒56(𝑤𝑔 − 𝑤w�̅�)(𝑤 − 𝑤w)𝑑𝑡4

.
4
.                         (13) 

−𝑘D 𝑒56(𝑟𝑔 − �̅��̅�)(𝑤 − 𝑤w)𝑑𝑡
4

.
 

−𝜇!D (𝑤 − 𝑤w)3𝑑𝑡,
4

.
 

1
3
[𝑟 − �̅�]3(0) + 𝑚∫ (𝑟 − �̅�)3𝑑𝑡 = 𝐶1 ∫ 𝑒356(𝑞 − 𝑞x)(𝑟 − �̅�)𝑑𝑡4

.
4
.                                      (14) 

−D 𝑒56(𝑟𝑞 − �̅�𝑞x)(𝑟 − �̅�)𝑑𝑡
4

.
 

+𝑝D (𝑢∗ − 𝑢x∗)(𝑗 − 𝚥)̅𝑑𝑡,
4

.
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1
3
[𝑗 − 𝚥]̅3(0) + 𝑚∫ (𝑗 − 𝚥)̅3𝑑𝑡 = 𝐶3 ∫ 𝑒356(𝑔 − �̅�)(𝑗 − 𝚥)̅𝑑𝑡4

.
4
.                                        (15) 

−𝑘D 𝑒56m𝑤ℎ − 𝑤wℎxn(𝑗 − 𝚥)̅𝑑𝑡
4

.
 

−𝑘D 𝑒56mℎ𝑟 − ℎx�̅�n(𝑗 − 𝚥)̅𝑑𝑡
4

.
 

−𝜇#D (𝑗 − 𝚥)̅3.
4

.
 

Ahora tenemos que encontrar cotas en los lados derechos de las ecuaciones integrales anteriores. 
Para obtener estas estimaciones, utilizamos las cotas del sistema de optimalidad (6) y la desigualdad 
de Cauchy con el fin de tener expresiones cuadráticas en vez de términos lineales, así como algunas 
manipulaciones algebraicas. 

Notemos primero que 

D (𝑢 − 𝑢x)3𝑑𝑡 =
𝑝3

𝑅3
4

.
D (𝑞𝑗 − 𝑞x𝚥)̅3
4

.
𝑑𝑡 

= D [𝑞3(𝑗 − 𝚥)̅3 − 2𝑞𝚥	̅(𝑗 − 𝚥)̅(𝑞 − 𝑞x) + 𝚥3̅(𝑞 − 𝑞x)3]
4

.
𝑑𝑡 

≤ 0&

;&
[𝐻*3 ∫ (𝑗 − 𝚥)̅34

. 𝑑𝑡 − 2𝑁)𝐻* ∫ (𝑗 − 𝚥)̅(𝑞 − 𝑞x)𝑑𝑡4
.                          (16) 

+	𝑁)3D (𝑞 − 𝑞x)3
4

.
𝑑𝑡]. 

Dado que para dos funciones continuas f, g se cumple 

D 𝑓𝑔𝑑𝑡 ≤ D
𝑓3

2
𝑑𝑡

=

>
+

=

>
D

𝑔3

2
𝑑𝑡,

=

>
 

Se obtiene que 

D (𝑗 − 𝚥)̅(𝑞 − 𝑞x)𝑑𝑡 ≤ D
(𝑗 − 𝚥)̅3

2
𝑑𝑡

4

.
+

4

.
D

(𝑞 − 𝑞x)3

2
𝑑𝑡.

4

.
 

Por lo tanto, concluimos la siguiente desigualdad 

∫ (𝑢 − 𝑢x)3𝑑𝑡 ≤ 0&-"
;&

4
. (𝐻*+𝑁)) ∫ (𝑗 − 𝚥)̅3𝑑𝑡4

.                                                (17) 

+
𝑝3𝑁)
𝑅3

(𝐻* +𝑁))D (𝑞 − 𝑞x)3𝑑𝑡.
4

.
 

De forma similar se obtienen las estimaciones de los lados derechos de las ecuaciones  
(10)-(15). Mostramos aquí, una de ellas 
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𝑘D 𝑒56
4

.
(ℎ𝑔 − ℎx�̅�)(ℎ − ℎ)xxx𝑑𝑡 ≤ 𝑘𝑒56 =

𝐻*
2
+ 𝑉*>D mℎ − ℎxn3𝑑𝑡

4

.
 

+	/?
'(-"
3 ∫ (𝑔 − �̅�)3𝑑𝑡,4

.                                        (18) 

Combinando todas las ecuaciones integrales (10)-(15), junto con sus estimaciones y realizando los 
cálculos se obtiene 

1
2
Eℎ − ℎxH3(𝑇) +

1
2
[𝑞 − 𝑞x]3(𝑇) +

1
2
[𝑔 − �̅�]3(𝑇) 

+
1
2
[𝑤 − 𝑤w]3(0) +

1
2
[𝑟 − �̅�]3(0) +

1
2
[𝑗 − 𝚥]̅3(0) 

+𝑚D �mℎ − ℎxn3 + (𝑞 − 𝑞x)3 + (𝑔 − �̅�)3 + (𝑤 − 𝑤w)3 + (𝑟 − �̅�)3 + (𝑗 − 𝚥)̅3� 𝑑𝑡
4

.
 

≤ 𝑒54 �2𝑉* +
𝐻*
2
+
𝑁1
2
�D mℎ − ℎxn3

4

.
𝑑𝑡 

+𝑒54 �𝑘(𝐻* + 𝑉*) +
𝐶1𝑒54

2
+
𝑁3
2
�D (𝑞 − 𝑞x)3

4

.
𝑑𝑡 

+𝑒54 �
3𝑘𝐻*
2

+
𝑘(𝑁1 +𝑁3)

2
+
𝐶3
2
�D (𝑔 − �̅�)3

4

.
𝑑𝑡 

+𝑒54 �
𝑘(𝑁1 +𝑁3)

2
+
3𝑉*
2

+
𝐻*
2
�D (𝑤 − 𝑤w)3

4

.
𝑑𝑡 

+𝑒54 �
𝑘(𝐻* + 𝑉*)

2
+
𝐶1𝑒54

2
+ 𝐻* +

𝑁3
2
�D (𝑟 − �̅�)3

4

.
𝑑𝑡 

+𝑒54 �
𝐶3𝑒54

2
+
𝑘(𝑁1 + 2𝐻* +𝑁3)

2
�D (𝑗 − 𝚥)̅3

4

.
𝑑𝑡 

+�
𝑝)𝑁1(𝐻*(𝑁1)

𝑅3
+
𝑝
2
�D (𝑗 − 𝚥)̅3

4

.
𝑑𝑡. 

Agrupando los términos cuadráticos, finalmente obtenemos 

1
2
Eℎ − ℎxH3(𝑇) +

1
2
[𝑞 − 𝑞x]3(𝑇) +

1
2
[𝑔 − �̅�]3(𝑇) 

+
1
2
[𝑤 − 𝑤w]3(0) +

1
2
[𝑟 − �̅�]3(0) +

1
2
[𝑗 − 𝚥]̅3(0) 

+𝑚D �mℎ − ℎxn3 + (𝑞 − 𝑞x)3 + (𝑔 − �̅�)3 + (𝑤 − 𝑤w)3 + (𝑟 − �̅�)3 + (𝑗 − 𝚥)̅3� 𝑑𝑡
4

.
 

≤ (𝐷1𝑒54 + 𝐷3)D �mℎ − ℎxn3 + (𝑞 − 𝑞x)3 + (𝑔 − �̅�)3 + (𝑤 − 𝑤w)3 + (𝑟 − �̅�)3
4

.

+ (𝑗 − 𝚥)̅3� 𝑑𝑡. 
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donde D1 y D2 dependen de los coeficientes y cotas de las variables de estado y sus adjuntas. 
Tanto D1 como D2 son expresiones muy largas por esta razón omitimos escribirlas de forma 
explícita. 

La expresión anterior implica que 

𝑚− (𝐷1𝑒54 − 𝐷3) ∫ �mℎ − ℎxn3 + (𝑞 − 𝑞x)3 + (𝑔 − �̅�)3 + (𝑤 − 𝑤w)3 + (𝑟 − �̅�)3 + (𝑗 − 𝚥)̅3� 𝑑𝑡4
. ≤

0. (19) 

Dado que m no es fija, podemos elegir m > 0 tal que se cumpla 

ln �
(𝑚 − 𝐷3)

𝐷1
� > 𝑚𝑇. 

Para esta T y m que cumplen la desigualdad anterior, se satisface 

𝑚−𝐷1𝑒54 − 𝐷3 > 0. 

Por lo tanto, de la desigualdad dada por (19), concluimos que la expresión dentro de la integral 
tiene que ser cero. Así que ℎ = ℎx, 𝑞 = 𝑞x, 𝑔 = �̅�, 𝑤 = 𝑤w, 𝑟 = �̅�, 𝑗 = 𝚥.̅ En consecuencia tenemos 
que 𝑢∗ = 𝑢x∗ y se prueba el teorema. 

4. Resultados numéricos 

Para realizar la simulación, implementamos el método de barrido adelante-atrás de Runge Kutta 
de orden cuatro en MATLAB. El algoritmo se basa en 

1.  Hacer una estimación inicial de u*. 
2.  Usar la condición inicial 𝐻!(0) = 𝐻!., 𝐻"(0) = 𝐻"., 𝑉(0) = 𝑉., el valor estimado de u* y 

resolver el sistema (2) hacia adelante. 
3.  Usar la condición de transversalidad λi(T ) = 0, i = 1, 2, 3, y las estimaciones de u* y Hs (t), Hi 

(t), V (t), para resolver λi (t), i = 1, 2, 3, hacia atrás. 
4.  Actualizar el valor de u* con las nuevas estimaciones. 
5.  Checar el criterio de convergencia sobre u*. 

 

El control u* es aproximado en un periodo de 30 días utilizando los parámetros reportados en [2, 
16].  Además, se utiliza u∗ < 1 ya que las observaciones biomédicas indican que una eficacia del 
100 % es poco probable. 
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Parámetro Valor 
βs 100 
p 200 
k 0.00003 
µs 0.02 
µi 5 
µv 5 
C1 0.1 
C2 0.1 
R 0.001 

Tabla 1. Parámetros para la esCmación de u*. En este caso R0=1.2. 
 

 
Figura 1. Dinámica de la carga viral sin tratamiento, con tratamiento y control óptimo del tratamiento. 

En este caso R0 =1.2 y la eficacia del interferón es u =0.2. 
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(a) Hepatocitos sanos 

 
(b) Hepatocitos infectados 

 
Figura 2. Comparación de la dinámica de los hepatocitos sanos y hepatocitos infectados sin tratamiento, con 

tratamiento y control ´opCmo del tratamiento. En este caso R0=1.2 y la eficacia del interferón es u =0.2. 
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Figura 3. Comportamiento del control ópCmo. Para R0 =1.2 y eficacia del interferón u =0.2. 

Considerando ahora los parámetros 
 

Parámetro Valor 
βs 100 
p 200 
k 0.00009 
µs 0.02 
µi 5 
µv 5 
C1 0.1 
C2 0.1 
R 0.001 

 
Tabla 2. Parámetros para la estimación de u∗. Para este caso R0 = 3.6. 
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(a) Hepatocitos sanos 

 
(b) Hepatocitos infectados 

Figura 4. Comparación de la dinámica de los hepatocitos sanos y hepatocitos infectados sin tratamiento, con 
tratamiento y control ´optimo del tratamiento. En este caso R0=3.6 y la eficacia del interferón es u =0.75. 
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Figura 5. Dinámica de la carga viral sin tratamiento, con tratamiento y control óptimo del tratamiento. Para 
R0 =3.6 eficacia del interferón u =0.75. 

 
Figura 6. Comportamiento del control óptimo. Para el caso R0 =3.6, y eficacia del interferón u =0.75. 

5. Conclusiones 

En este trabajo se propusieron estrategias óptimas de tratamiento que minimicen no sólo la 
infección, sino también los efectos secundarios generados por el interferón. consideramos el 
modelo básico con tres variables, células sanas Hs, células infectadas Hi y la carga viral. En Neumann 
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[16] se sugiere que la principal acción del interferón consiste en frenar la replicación viral, por esta 
razón, formulamos el problema de control óptimo de tal manera que se logren bajar los niveles de 
células infectadas y carga viral, así como minimizar el costo del tratamiento y los efectos secundarios 
de éste. 
 
Se puede observar que la eficacia óptima del interferón se mantiene en u∗ ≤ 1 − ε, con ε =0.1, durante 
los primeros 4 días y cae a 0 al quinto día para mantenerse así el resto del periodo de tratamiento. 
Estos resultados están acordes con los presentados por Neumann [16]. 
 
Las simulaciones se repiten para diferentes coeficientes de costo C1, C2 y R. Los resultados indican 
que en los pacientes que responden al tratamiento, la longitud del período de administración de la 
dosis alta no varía mucho, siempre que el coeficiente de costo (económico y efectos secundarios) 
del tratamiento R sea relativamente pequeño. Para valores grandes de R (como es de esperar) se 
necesita un período corto de dosis alta. Esto es de vital importancia al decidir sobre un tratamiento 
óptimo de los fármacos con efectos secundarios. 
 
Por último, notamos en las figuras 1 y 2 que la dinámica de las células sanas Hs, células infectadas Hi 
y carga viral V sin tratamiento, con tratamiento y tratamiento óptimo difieren poco entre si durante 
el periodo de treinta días a partir del inicio de la infección, sin embargo, para R0 = 3.6 se nota en las 
figuras 4 y 5 que las diferencias son mayores. Esto se debe a que el valor de R0 es muy cercano a uno 
en el primer caso, mientras que en el segundo caso es mayor y la estrategia del tratamiento es 
justamente bajar el número reproductivo básico a valores menores que la unidad. Por otro lado, 
cuando no hay tratamiento, después de los treinta días la carga viral 
 
V vuelve a aumentar y oscila hacia un valor endémico a diferencia de cuando hay tratamiento 
óptimo. Por último, se observa que en las simulaciones para valores de R0 mayores, se presentan 
diferencias más notables entre las variables de estado con y sin tratamiento, esto debido a que la 
severidad de la infección es mayor. 
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