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Con el nimero 30 del Journal of Basic Sciences, se inicia el volumen 11 de esta revista
corfespondiente al afio 2025. El caracter multidisciplinario de esta revista, permite enriquecer su
conteniido con perspectivas variadas que abordan diversas probleméticas en el area de las ciencias
basicas y'disciplinas afines.

De esta forma, se presenta una contribucion que desarrollé generalizaciones en calculo multivariable
para llegar a nuevas diferenciales totales fraccionarias, las cuales juegan un papel importante en la
modelacion de gran numero de fendmenos. Por otro lado, se incluye también una aportacion que trata
sobre el desarrollo de un método para resolver la ecuacion de transporte conservativa en dominios
especificos, incluyendo su validacion y prueba para demostrar sus capacidades.

Se incluye ademas, un reporte encaminado a mejorar la calidad de imagenes, mediante técnicas de
discretizacion numérica presentando una evaluaciéon cualitativa y cuantitativa de los resultados
obtenidos. En otro orden de ideas, se centra la atencion hacia el estudio de sistemas aleatorios y la
complejidad en su modelacion, mostrando un estudio inferencial para un proceso de Poisson mixto,
que lleva a la obtencion de expresiones para densidad predictiva.

Es innegable que el aprendizaje de las matematicas representa un reto actual que no debe soslayarse.
En este sentido, se incluye un estudio que muestra la relacion entre el desarrollo de la memoria de
trabajo y el aprendizaje de identidades trigonométricas por parte de jovenes del nivel medio superior,
mostrando los subcomponentes necesarios en el razonamiento para el aprendizaje de este tema. En
otra contribucion relativa a la matematica educativa, se presenta una propuesta para atender el
aprendizaje de los poligonos por estudiantes de bachillerato, mediante una serie de actividades
disefiadas ex profeso que permiten una mejora en la comprension de la tematica.

En un contexto diferente, esta el estudio dirigido a evaluar la actividad antibacteriana de extractos de
plantas del género Cecropia, de uso tradicional en el sureste mexicano, correlacionando esta
propiedad con el perfil fitoquimico analizado. Se presenta ademas, una contribucion encaminada a
analizar el impacto, que en los ultimos afios, han ocasionado derrames petroleros en el sureste
mexicano, con especial énfasis en la afectacion a cultivos agricolas.

La atencion de problemas de salud esta dada a través de dos articulos que forman parte de este nimero.
Por un lado, se compar6 la resistencia a la insulina a través de indices especificos en momentos
anteriores y durante la pandemia de COVID-19; en otro aporte, se analiza la relacion entre diversos
factores de riesgo asociados a la poblacion joven y la enfermedad de Chagas. Mientras que en el area
de la ciencia de los materiales, se incluye una propuesta para la obtencion de derivados de poliuretano,
con un método eficiente y compacto.

De esta forma el Journal of Basic Sciences acerca a sus lectores al amplio panorama del quehacer
cientifico.
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Impacto de la discretizacion numérica del modelo de
variacion total de eliminacioén de ruido.
Martinez-Ku, N.* @, Legarda-Saenz, R.'®, Brito-Loeza, C.!

LCLIR - Computational Learning and Imaging Research, Facultad de Matemdticas - UADY.
*a19216379Q@ alumnos.uady.mz

Resumen

FEn este trabajo, se comparan diferentes técnicas de discretizacién numérica, asi como algoritmos de
optimizacién para hallar la solucién del modelo de variacién total de eliminacién de ruido propuesto
por Rudin, Osher y Fatemi en 1992. De igual forma, se realiza un anélisis cualitativo y cuantativo
de los resultados obtenidos.

Palabras claves: Eliminacion de ruido, modelo variacional, ecuaciones diferenciales parciales,
optimizacion, procesamiento de imdgenes.

Abstract

In this manuscript, different numerical discretization techniques are compared, as well as optimi-
zation algorithms to find a solution to the total variation based model propoused for Rudin, Osher
and Fatemi in 1992. In the same way, we made a qualitative and quantitative analysis of the ob-
tained results.

Keywords:Image denoising, variational method, partial differential equations, optimization, image
processing

Recibido: 24 de octubre de 2024. Aceptado: 17 de marzo de 2025. Publicado: 30 de abril de 2025.

1. Introduccion

A consecuencia de diversos factores, una imagen puede contarminarse con ruido, de manera
inevitable, durante el proceso de captura, transmisién o compresién. Debido a esto, se requieren
procesos que permitan mejorar la calidad de la imagen sin comprometer sus caracteristicas prin-
cipales. Por ello, la eliminacién de ruido es uno de los principales problemas del procesamiento de
imagenes y ha sido muy estudiado a lo largo de las tdltimas décadas, a pesar de ello, permanece
como una tarea abierta.

Matematicamente, este problema puede expresarse como sigue:

A

Ulz,y) =U(z,y) +n(x,y),

donde U (x,y) es la imagen ruidosa, U(x,y) es la imagen libre de ruido y n(z, y) representa el ruido
aditivo Gaussiano con media p y desviacion estandar o, el cual se desconoce. El principal objetivo
del filtrado de ruido es reducir el error en las imagenes al restaurar las caracteristicas originales de
éstas como bordes, constrante e iluminacién y mejorar la relacion senal-ruido. Entre las principales
dificultades de esta tarea se encuentra la preservacién de bordes, texturas y componentes de altas
frecuencias [16] que inevitablemente se pierden durante el proceso de filrado [10]. Cabe mencionar
que el problema de eliminacién o filtrado de ruido es un problema inverso y no tiene una solucién
Unica, por lo que también es un problema mal planteado.
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1.1. Modelo variacional

Aunque existen diversos métodos para llevar acabo esta tarea, el empleo de modelos de variacién
total se justifican por su capacidad de preservar discontinuidades y componentes de alta frecuencia
a diferencia de métodos clésicos [1, 2, 3, 4] que tienden a suavizar estas. En 1992, Rudin et al. [5]
propusieron el siguiente método no lineal de variacién total para la eliminacién de ruido

men/ VU0 sujetoa U — 0|2 =02y |U—0 =0, (1)
Q

donde 2 es una regién convexa en un espacio 2-dimensional, | - | es la distancia euclidiana y || - ||
denota la norma en L'(Q). La idea detrds de este modelo es que las sefiales ruidosas tienen un
gradiente mas grande que aquellas sin ruido [7]. Por otro lado, la restricciones implican que el ruido
1 es de media p cero y desviacion estandar o.

Es posible transformar este problema a un problema de minimizacién de variacién total sin
restricciones aplicando el método del multiplicadores de Lagrange [6] de la siguiente forma:

A ~
min{/ |VU\dQ+||UU\|2}, (2)
U Jg 2

donde % es un parametro que pondera la proporcion entre el término regularizador y el de similitud.
Entre las principales ventajas de este modelo es la existencia y unicidad de la solucién [8, 16] y su
poca dependencia a variaciones en el ruido, por lo que el problema se vuelve bien planteado.

Si definimos ¢ € C(2) con soporte compacto y € un escalar, la primera variacién de la funcional
(2) esta dada por:

A N
FU) := /Q VUdQ+ U - U|?,

d
d—gF(U + 590)‘5:0 =0,
tal que

oF =4 {)\/Q(U—kago—f])%ﬂ—k/ﬂW(U—kagp)\dQ}

T de )2
)\/ - /V(U—i—ecp)

=2 20U 4ep—TNdQ+ | TP gudQ,
3 Jo U Tt | o) VY

evaluando en € = 0 y simplificando

A VU
5F:)\/4pU—UdQ+/-V(de.
o PO =0T | G

Si aplicamos el Teorema de Green al tltimo término:

VU 7{ <VU > / (VU)
- Vpd)) = 2 n)d) - [ V[ —= ) pdQ,
lQVU| 4 o \wo ) P00 = | V5o ) ¢
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obtenemos la siguiente ecuacién diferencial parcial que denota el gradiente del funcional F' descrito
en (2)

A vU
FU =\NU-U)-V - | —— 1] =0 Q 3
VE) =AU - 0) - V- (5 n Q2 Q
con la condicién de frontera de Neumann
VU
———-n=0 oN.
O n en

2. Metodologia

En esta seccién presentamos dos métodos de discretizacion para hallar la solucién de la ecuacion
diferencial (3). Para ambos casos, la forma discreta de la ecuacién diferencial se define por u;; =
U(x;,yi) que denota el valor de la funcién U en los puntos (z;,y;) dados en Q = [a,b] x [¢,d] tal

1—1 j—1 b—a b—a

I YyVYi=c+ Iy conlgigm,lgjgnyhmzm,hy:m.

que r; = a +

2.1. Discretizacién por puntos centrales
Definimos los operadores
il = U1
)
hy

Yirgg — Yi-g

™ Yy Oyuij =

Oxli j =

los cuales utilizamos para aproximar las derivadas en la ecuacién (3) expresadas como sigue
(0uti g, Oyt j)

(0 tti g, Oy 5)]
Oy Ui j Oyl j

-0
V0ui )2+ Gyuig)? 7 (Gouig)? + (3yus,)?

VF(ui;) = Mui,j — Ui,j) — (0, 6y) -

= A(uij = Uij) = bz

( Oxli )
V0uig)? + Oyuig)? )y
27

= Musj — U j) — -

1) uw Oy Ui,
\/ 6 ul,.] ((S Uz’])2 i—%,j \/(5xuz,])2 + (51/“1}3‘)2 i,j-l-l

( 2
h‘y
Jém] wngHJ

’ 2

Ox ul+2d

e \/ (Gati1 )2 + Oy 1 ;)2

VF(’U,Z‘,J') = )\(um Uz,]
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Oatl;_1 Oyt iy

h \/5 UL 2+(5yui7%,j)2 hy\/(5 alijyl 1)? +(5yui,j+%)2

dyu, ij—1
h \/ 2]—7 + <5yui,j—%)2

Finalmente, obtenemos la siguiente expresién

Uig1,j — Ui
hi\/(uz'ﬂ,j = wig) g A (g g1 = Uiy 1)? kg + B
Uj,j — Uj—1,5
e \/ wij = uim1)? 03+ (ugg g1 — w1 1) /R + B
B Uj j4+1 — Ui,
hg%\/(ui,j—&-l — uij)*/hy + (Uz‘+§,j+% - “z‘—%,j+%)2/h% +58
Uj,5 — Ujj—1

h\/u,j Wig1)2 /03 + (g o1 =gy 1)2/R2 4B

VF(uij) = Muij — Ui7) —

donde el pardametro positivo 8 se anade al denominador con el fin de evitar singularidades. Las
condiciones de frontera descritas en [5] se implementan de la siguiente forma
Upj = UL, Umyj = Um—1j, Ui0 = Uil UWin = Ujin—1- (4)

)

En los indices no enteros consideramos las siguientes expresiones

1 1
Uil jpd — Uipd j1 = minmod (2(uz‘+1,j+1 — Uit1,5-1), 5 (Uig+1 — Uij-1)

1 1
U141l —U_1,; 1 =minmod (2(Ui,j+1 = Uij-1), 5 (Ui-1,j41 — Ui-1,5-1)
1 1
Uipd g4l = Uil gyt = minmod { (Uit j1 = Ui-1,541), 5 (Uir1j — Ui-15)
tnmod ( 5 )
U, 1 . 1 —U; 1 . 1 = Mminmo — U4 P — Uj—1.4 Uu — U;—1
i+5.0—5 i—5.J—5 2 1+1,7 1—1,5 2 1+1,5-1 1—1,5— 1

donde minmod(x, y) se define por la funcién

sgn(z) + sgn(y)
2

minmod(z,y) = min(|z, |y[).

2.2. Discretizacién por forward-backward
Sean los operadores 6F y 6; descritos como sigue

Uitl,j — Uij Wikl — Uiy
J Y 5iui,j — % J

+
0y u;; ==+ I y h ;
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podemos aproximar la ecuacién (3) de la siguienta manera

(0 i, 0, wi 5)
(02 wi g, 6y wij)|

VF(uij) = Muij — Ui5) — (6,6, ) -

5—1— i 5+ Q.7
= Mugj — Ui 5) — 0, z b — 0y 1
\/(5;1;@-73‘)2 + (64w )2 \/(5$Ui,j)2 + (8 ui)?
5;'ui,j
wa;uz-J)? + G2/,
= Muij — Ui j) —
9, hx
0 i 0y Ui
\/ (5+uz7‘7 (6 ul,j)2 i \/(52—1’[’74,])2 + (5;_1’67'7.7)2 4.i—1
7] + 7]
x hy
(5y+ui,j
\/(&fui,j)g + (8 ui)?
hy

Finalmente, obtenemos la siguiente discretizacion
Ui — Ui—1,j
B2\ (i = wim15)? 03+ (wimy o = wio15)* /B3 + B
_ Uit1,j — Uij
h%\/(uz'ﬂ,j — ;)2 hE + (w1 — wig)?/hi+ B
Ui j — Ui j—1
hf,\/(uz'ﬂ,j—l — tij—1)? /B3 + (wij — uij-1)*/hg + B
_ Ui j+1 — Ui j
h%\/(ﬂ;i.{.l’j — i j)?/h2 4 (w1 — uig)? /b2 + 57

VF(um-) = )‘(ui,j — IALZ'J') +

_|_

con las condiciones de frontera descritas en la expresién (4).

2.3. Algoritmos numéricos

Para hallar una aproximacién numérica a la solucién del modelo (2) utilizamos tres algoritmos
numéricos cuyos esquemas basicos describimos a continuacion.

2.3.1. Descenso Gradiente

El Descenso Gradiente es uno de los métodos de minimizacién més antiguos que existen para
funciones no lineales. Debido a su simplicidad es uno de los algoritmos més utilizados en la teoria.
No obstante, tiende a requerir muchas iteraciones por restricciones de estabilidad que limitan el
tamano de paso a valores muy pequenos por lo que es poco empleado. El esquema bésico del método
de Descenso Gradiente se presenta en el Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 DESCENSO GRADIENTE

1: Dado un punto inicial wug

2: Definir un tamano de paso «

3: k=0

4: while ||ug — uk—1||cc > €l|ur + €lloo and k < kyzx do
5: Ul = Up—1 — aVF(uk_l)

6: k=k+1

7: end while

8: return uyg

2.3.2. Nesterov Momentum

El método del Nesterov Momentum es una mejora del algoritmo de Descenso Gradiente, desa-
rrollado por Yurii Nesterov, que propuso un algoritmo que mejora la velocidad de convergencia y
precision. El esquema bésico se presenta en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 NESTEROV MOMENTUM [11]

1: Dado un punto inicial wug

2: Yo = uo

3:tp=1

4: k=0

5. while [Jur — ug—_1|lco > €llur + €lloc and k < kpsx do
6: Yk = Uk—1 — onF(uk_l)

7" te = 1+ 21+4ti

8 wp = Y+ S (Y — Ykg)
9: k=k+1

10: end while

11: return ug

2.3.3. Punto Fijo

Finalmente, Vogel y Oman en 1996, propusieron un método de punto fijo llamado Lagged diffu-
siity fixed point iteration en [12], en donde demostraron una répida convergencia en comparacién
con el Descenso Gradiente y métodos de Newton. La idea principal es tratar la no linealidad del
problema al calcular el término variacional fijando la iteracién previa uy y resolver para ugiq. El
esquema de este método se describe a continuacién en el Algoritmo 3.

2.4. Meétricas para la evaluacién del desempeno

Las métricas Peak Signal to Noise Ratio(PSNR) y Structural Similarity Index Measure (SSIM)
han sido empleadas para evaluar el desempeno de la eliminacién de ruido de los métodos numéricos
de forma estandar [10, 14].

Definicion 2.1. Dada una imagen de referencia U de tamano m X n y una itmagen procesada U
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Algoritmo 3 PUNTO F1JO [12]

1: Dado un punto inicial ug
2: k=0

3: while ||ur — uk—1||cc > €l|ur + €lloo and k < kysx do
4: A= | A=V ——
uQ \% |Vuk] Uk+1
5: k=k+1
6: end while

7: return uy

de las mismas dimensiones, definimos el Peak Signal to Noise Ratio PSNR como sigue

’ 2 , 2
PSNR(U’ U) =20 loglo (W) =920 loglo m_ln_lmaX(U)
%HU - UHQ 1 Z Z(U(x y) — U(x y))2
mn ==

Se expresa en decibelios y mide la relacion entre el valor mdzimo posible de una senal y el valor
del ruido que corrompe la serial y afecta la fidelidad de su representacion.

Mientras mayor sea el valor del PSNR significa que la senal, en este caso la imagen, se encuentra
mas libre de ruido y se asocia a una reconstrucciéon de mayor calidad, por otro lado, un bajo valor
puede interpretarse como una senal contaminada por ruido.

Por otra parte, el SSIM es una métrica publicada por primera vez en [14] construida a partir
de tres factores importantes, estos son la luminosidad, el contraste y la estructura de una imagen
con el objetivo de adaptarse mejor al funcionamiento del sistema visual humano.

Definicion 2.2. Dada una imagen de referencia U de tamano m X n y una itmagen procesada U
de las mismas dimensiones, definimos el Structural Similarity Index Measure SSIM.

pupg + C1) (20,5 + Co)
(uty + 12 + Cr)(of + 02 + Co)’

SSIM(U,U) =

donde py, py, ou Yy o son la media y varianza de U y U, respectivamente, o, es la covarianza
entre ambas imdgenes y C1 y Cy constantes utilizadas para evitar inestabilidad.

Los valores que pueden obtenerse con esta métrica se encuentran en el rango [—1, 1], donde 1
indica una similitud perfecta, 0 que no hay similitud y -1 una correlacion negativa perfecta. Sin
embargo, estos ultimos se consideran raros e irrelevantes [15]. Para la experimentacién utilizamos
los valores C; = 0.01 y Cy = 0.03.

3. Experimentos numéricos

Todos los algoritmos de la seccién anterior fueron ejecutados en una computadora con Pop-Os!
Linux como sistema operativo, un procesador Ryzen 5 5600H y 32 GB de RAM. La implementacién
de las discretizaciones y los algoritmos propuestos fueron hechos en el lenguaje de programacién
Julia [13].
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Para analizar las soluciones obtenidas, probamos una imagen de dimensiones 256 x 256 con
valores en el rango [0, 1] contaminada con ruido aditivo Gaussiano de media p = 0 y desviacién
estdndar o = 0.1 con PSNR = 39.061 dB y SSIM = 0.344, mostrada en la Figura 1b. Los pardmetros
utilizados fueron A = 10, 8 = 1072 y para los casos que era requerido un tamafio de paso a como
el Descenso Gradiente y el Nesterov Momentum, se usaron 0.001 y 0.005, respectivamente.

(a) Imagen libre de ruido. (b) Imagen con ruido aditivo de o = 0.1.

Figura 1: Comparativa entre imagen original y la contaminada con ruido.

Las soluciones obtenidas con los distintos algoritmos y discretizaciones se presentan en la Figura
2. En particular, se puede apreciar que todos los resultados son visualmente aceptables, pues los
bordes se han preservado y el ruido se ha reducido de manera significativa.

En la Figura 3 se hace una comparativa de la iteraciones necesarias para alcanzar el criterio
de paro |Jur — ug_1|lco < &llug + €lloo con & = 107Y. Tal como se esperaba, el punto fijo propuesto
resulté ser superior en el rendimiento, lo cual es consistente con lo descrito en [12].

En la Tabla 1 se muestra una comparativa de las métricas obtenidas por cada método numérico
y discretizacién, en general, podemos notar una ligera mejoria en el PSNR y SSIM de las soluciones
obtenidas discretizando con puntos centrales. Ademas, se observa que los valores permanecen iguales
en cada método, de lo cual se infiere que la calidad de los resultados no depende del algoritmo
numérico para hallar la solucién de la ecuacion diferencial, sino de la discretizacién empleada.

Tabla 1: Comparaciéon de métricas de las soluciones obtenidas.

Método numérico Discretizacion PSNR SSIM
Puntos centrales 55.93 0.809
Forward-Backward  55.88 0.804
Puntos centrales 55.93 0.809
Forward-Backward  55.88 0.804
Puntos centrales 55.93 0.809
Forward-Backward  55.88 0.804

Descenso Gradiente

Nesterov

Punto fijo

https://revistas.ujat.mx/index.php/jobs 39


https://revistas.ujat.mx/index.php/jobs

Martinez-Ku et al. Journal of Basic Sciences vol. 11(30), p. 32-44, enero-abril 2025

(b) Descenso Gradiente con puntos centrales.

(c) Nesterov Momentum con Forward-Backward.

__

(e) Punto fijo con Forward-Backward. (f) Punto fijo con puntos centrales.

Figura 2: Resultados obtenidos. En la columna izquierda los algoritmos con la discretizacién
Forward-Backward y en la derecha con puntos centrales.
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I Forward-Backward
[ Puntos centrales

800

600

400

200

Descenso Gradiente Nesterov Punto fijo

Figura 3: Iteraciones necesarias para alcanzar el criterio de paro.

Los experimentos mostrados hasta ahora sugieren que no existe una diferencia significativa entre
una discretizacion u otra pues la variacion que existe entre los resultados pudiera parecer minima,
por ello, se realiza una comparacion del comportamiento de las métricas ante la presencia de un
ruido aditivo Gaussiano con mayor desviacién estdandar o.

Para fines de justa comparacién empleamos los mismo valores para todos los parametros e
hicimos variar o entre el intervalo [0.05,0.4].

En la figura 4 se muestra la comparacién del compartamiento de las métricas ante la presencia
de mayor ruido. En ella observamos que cuando el ruido tiene valores de o entre 0 y 0.1 no hay
gran diferencia entre usar Forward-Backward o puntos centrales, lo que sugiere que no es muy
relevante para la calidad de los resultados. Por el contrario, a medida que es mayor la presencia
de ruido existe ventaja de utilizar puntos centrales como discretizacion del término variacional
sobre Forward-Backward, pues utilizando PSNR como métrica de evaluacion del desempeno de la
eliminacién de ruido puede alcanzar una diferencia de hasta 2 dB, mientras que el caso del SSIM
de 0.03, lo cual representa una mejorfa pues la diferencia es mayor a 10~* como se ha sugerido en
[15] para que sea significativo.

4. Conclusiones

En este articulo se presenté una comparativa de dos discretizaciones cominmente empleadas
en la solucién numérica de un modelo de variacion total para la eliminacién de ruido en imégenes.
Estas discretizaciones fueron capaces de preservar bordes y reducir el ruido de manera aceptable
tal como se estimaba para el modelo. Ademés, como método de comparacién, se dieron métricas
para la evaluacién de su desempefio en tres algoritmos numéricos habitualmente utilizados para
hallar la solucién numérica de ecuaciones diferenciales no lineales. Siendo asi, podemos concluir
que la discretizacién por puntos centrales resulté ser superior de acuerdo a los valores de PSNR y
SSIM, independientemente de la desviacién estandar o que tuviera el ruido aditivo Gaussiano. Cabe
mencionar, que esta ventaja se preserva ain ante la presencia de altos niveles de ruido utilizando
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Figura 4: Comparacién del comportamiento de las métricas ante la presencia de mayor ruido. En

la columna izquierda el comportamiento del PSNR y en la derecha del SSIM.
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valores del parametro A adecuados para ello.
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