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Con el número 30 del Journal of Basic Sciences, se inicia el volumen 11 de esta revista 
correspondiente al año 2025. El carácter multidisciplinario de esta revista, permite enriquecer su 
contenido con perspectivas variadas que abordan diversas problemáticas en el área de las ciencias 
básicas y disciplinas afines.  

De esta forma, se presenta una contribución que desarrolló generalizaciones en cálculo multivariable 
para llegar a nuevas diferenciales totales fraccionarias, las cuales juegan un papel importante en la 
modelación de gran número de fenómenos. Por otro lado, se incluye también una aportación que trata 
sobre el desarrollo de un método para resolver la ecuación de transporte conservativa en dominios 
específicos, incluyendo su validación y prueba para demostrar sus capacidades. 

Se incluye además, un reporte encaminado a mejorar la calidad de imágenes, mediante técnicas de 
discretización numérica presentando una evaluación cualitativa y cuantitativa de los resultados 
obtenidos. En otro orden de ideas, se centra la atención hacia el estudio de sistemas aleatorios y la 
complejidad en su modelación, mostrando un estudio inferencial para un proceso de Poisson mixto, 
que lleva a la obtención de expresiones para densidad predictiva. 

Es innegable que el aprendizaje de las matemáticas representa un reto actual que no debe soslayarse. 
En este sentido, se incluye un estudio que muestra la relación entre el desarrollo de la memoria de 
trabajo y el aprendizaje de identidades trigonométricas por parte de jóvenes del nivel medio superior, 
mostrando los subcomponentes necesarios en el razonamiento para el aprendizaje de este tema. En 
otra contribución relativa a la matemática educativa, se presenta una propuesta para atender el 
aprendizaje de los polígonos por estudiantes de bachillerato, mediante una serie de actividades 
diseñadas ex profeso que permiten una mejora en la comprensión de la temática. 

En un contexto diferente, está el estudio dirigido a evaluar la actividad antibacteriana de extractos de 
plantas del género Cecropia, de uso tradicional en el sureste mexicano, correlacionando esta 
propiedad con el perfil fitoquímico analizado. Se presenta además, una contribución encaminada a 
analizar el impacto, que en los últimos años, han ocasionado derrames petroleros en el sureste 
mexicano, con especial énfasis en la afectación a cultivos agrícolas. 

La atención de problemas de salud está dada a través de dos artículos que forman parte de este número. 
Por un lado, se comparó la resistencia a la insulina a través de índices específicos en momentos 
anteriores y durante la pandemia de COVID-19; en otro aporte, se analiza la relación entre diversos 
factores de riesgo asociados a la población joven y la enfermedad de Chagas. Mientras que en el área 
de la ciencia de los materiales, se incluye una propuesta para la obtención de derivados de poliuretano, 
con un método eficiente y compacto. 

De esta forma el Journal of Basic Sciences acerca a sus lectores al amplio panorama del quehacer 
científico. 
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Impacto de la discretización numérica del modelo de

variación total de eliminación de ruido.

Martinez-Ku, N.1,∗ , Legarda-Saenz, R.1 , Brito-Loeza, C.1
1CLIR - Computational Learning and Imaging Research, Facultad de Matemáticas - UADY.

∗a19216379@ alumnos.uady.mx

Resumen
En este trabajo, se comparan diferentes técnicas de discretización numérica, aśı como algoritmos de
optimización para hallar la solución del modelo de variación total de eliminación de ruido propuesto
por Rudin, Osher y Fatemi en 1992. De igual forma, se realiza un análisis cualitativo y cuantativo
de los resultados obtenidos.
Palabras claves: Eliminación de ruido, modelo variacional, ecuaciones diferenciales parciales,
optimización, procesamiento de imágenes.

Abstract
In this manuscript, different numerical discretization techniques are compared, as well as optimi-
zation algorithms to find a solution to the total variation based model propoused for Rudin, Osher
and Fatemi in 1992. In the same way, we made a qualitative and quantitative analysis of the ob-
tained results.

Keywords:Image denoising, variational method, partial differential equations, optimization, image
processing

Recibido: 24 de octubre de 2024. Aceptado: 17 de marzo de 2025. Publicado: 30 de abril de 2025.

1. Introducción

A consecuencia de diversos factores, una imagen puede contarminarse con ruido, de manera
inevitable, durante el proceso de captura, transmisión o compresión. Debido a esto, se requieren
procesos que permitan mejorar la calidad de la imagen sin comprometer sus caracteŕısticas prin-
cipales. Por ello, la eliminación de ruido es uno de los principales problemas del procesamiento de
imágenes y ha sido muy estudiado a lo largo de las últimas décadas, a pesar de ello, permanece
como una tarea abierta.

Matemáticamente, este problema puede expresarse como sigue:

Û(x, y) = U(x, y) + η(x, y),

donde Û(x, y) es la imagen ruidosa, U(x, y) es la imagen libre de ruido y η(x, y) representa el ruido
aditivo Gaussiano con media µ y desviación estándar σ, el cual se desconoce. El principal objetivo
del filtrado de ruido es reducir el error en las imágenes al restaurar las caracteŕısticas originales de
éstas como bordes, constrante e iluminación y mejorar la relación señal-ruido. Entre las principales
dificultades de esta tarea se encuentra la preservación de bordes, texturas y componentes de altas
frecuencias [16] que inevitablemente se pierden durante el proceso de filrado [10]. Cabe mencionar
que el problema de eliminación o filtrado de ruido es un problema inverso y no tiene una solución
única, por lo que también es un problema mal planteado.
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1.1. Modelo variacional

Aunque existen diversos métodos para llevar acabo esta tarea, el empleo de modelos de variación
total se justifican por su capacidad de preservar discontinuidades y componentes de alta frecuencia
a diferencia de métodos clásicos [1, 2, 3, 4] que tienden a suavizar estas. En 1992, Rudin et al. [5]
propusieron el siguiente método no lineal de variación total para la eliminación de ruido

mı́n
U

∫
Ω

|∇U | dΩ sujeto a ∥U − Û∥2 = σ2 y ∥U − Û∥ = 0, (1)

donde Ω es una región convexa en un espacio 2-dimensional, | · | es la distancia euclidiana y ∥ · ∥
denota la norma en L1(Ω). La idea detrás de este modelo es que las señales ruidosas tienen un
gradiente más grande que aquellas sin ruido [7]. Por otro lado, la restricciones implican que el ruido
η es de media µ cero y desviación estándar σ.

Es posible transformar este problema a un problema de minimización de variación total sin
restricciones aplicando el método del multiplicadores de Lagrange [6] de la siguiente forma:

mı́n
U

{∫
Ω
|∇U |dΩ+

λ

2
∥U − Û∥2

}
, (2)

donde λ
2 es un parámetro que pondera la proporción entre el término regularizador y el de similitud.

Entre las principales ventajas de este modelo es la existencia y unicidad de la solución [8, 16] y su
poca dependencia a variaciones en el ruido, por lo que el problema se vuelve bien planteado.

Si definimos φ ∈ C(Ω) con soporte compacto y ε un escalar, la primera variación de la funcional
(2) está dada por:

F (U) :=

∫
Ω
|∇U |dΩ+

λ

2
∥U − Û∥2,

d

dε
F (U + εφ)

∣∣
ε=0

= 0,

tal que

δF =
d

dε

{
λ

2

∫
Ω
(U + εφ− Û)2dΩ+

∫
Ω
|∇(U + εφ)|dΩ

}
=

λ

2

∫
Ω
2φ(U + εφ− Û)dΩ+

∫
Ω

∇(U + εφ)

|∇(U + εφ)|
· ∇φdΩ,

evaluando en ε = 0 y simplificando

δF = λ

∫
Ω
φ(U − Û)dΩ+

∫
Ω

∇U

|∇U |
· ∇φdΩ.

Si aplicamos el Teorema de Green al último término:∫
Ω

∇U

|∇U |
· ∇φdΩ =

∮
∂Ω

(
∇U

|∇U |
· n
)
φd(∂Ω)−

∫
Ω
∇ ·
(

∇U

|∇U |

)
φdΩ,
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obtenemos la siguiente ecuación diferencial parcial que denota el gradiente del funcional F descrito
en (2)

∇F (U) = λ(U − Û)−∇ ·
(

∇U

|∇U |

)
= 0 en Ω, (3)

con la condición de frontera de Neumann

∇U

|∇U |
· n = 0 en ∂Ω.

2. Metodoloǵıa

En esta sección presentamos dos métodos de discretización para hallar la solución de la ecuación
diferencial (3). Para ambos casos, la forma discreta de la ecuación diferencial se define por ui,j =
U(xi, yi) que denota el valor de la función U en los puntos (xi, yi) dados en Ω = [a, b] × [c, d] tal

que xi = a+
i− 1

hx
y yi = c+

j − 1

hy
con 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n y hx =

b− a

m− 1
, hy =

b− a

n− 1
.

2.1. Discretización por puntos centrales

Definimos los operadores

δxui,j =
ui+ 1

2
,j − ui− 1

2
,j

hx
y δyui,j =

ui,j+ 1
2
− ui,j− 1

2

hy
,

los cuales utilizamos para aproximar las derivadas en la ecuación (3) expresadas como sigue

∇F (ui,j) = λ(ui,j − ûi,j)− (δx, δy) ·
(δxui,j , δyui,j)

|(δxui,j , δyui,j)|

= λ(ui,j − ûi,j)− δx
δxui,j√

(δxui,j)2 + (δyui,j)2
− δy

δyui,j√
(δxui,j)2 + (δyui,j)2

= λ(ui,j − ûi,j)−

(
δxui,j√

(δxui,j)2 + (δyui,j)2

)
i+ 1

2
,j

hx

+

(
δxui,j√

(δxui,j)2 + (δyui,j)2

)
i− 1

2
,j

hx
−

(
δyui,j√

(δxui,j)2 + (δyui,j)2

)
i,j+ 1

2

hy

+

(
δyui,j√

(δxui,j)2 + (δyui,j)2

)
i,j− 1

2

hy

∇F (ui,j) = λ(ui,j − ûi,j)−
δxui+ 1

2
,j

hx
√
(δxui+ 1

2
,j)

2 + (δyui+ 1
2
,j)

2
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+
δxui− 1

2
,j

hx
√

(δxui− 1
2
,j)

2 + (δyui− 1
2
,j)

2
−

δyui,j+ 1
2

hy
√
(δxui,j+ 1

2
)2 + (δyui,j+ 1

2
)2

+
δyui,j− 1

2

hy
√
(δxui,j− 1

2
)2 + (δyui,j− 1

2
)2
.

Finalmente, obtenemos la siguiente expresión

∇F (ui,j) = λ(ui,j − ûi,j)−
ui+1,j − ui,j

h2x
√

(ui+1,j − ui,j)2/h2x + (ui+ 1
2
,j+ 1

2
− ui+ 1

2
,j− 1

2
)2/h2y + β

+
ui,j − ui−1,j

h2x
√
(ui,j − ui−1,j)2/h2x + (ui− 1

2
,j+ 1

2
− ui− 1

2
,j− 1

2
)2/h2y + β

− ui,j+1 − ui,j

h2y
√
(ui,j+1 − ui,j)2/h2y + (ui+ 1

2
,j+ 1

2
− ui− 1

2
,j+ 1

2
)2/h2x + β

+
ui,j − ui,j−1

h2y
√
(ui,j − ui,j−1)2/h2y + (ui+ 1

2
,j− 1

2
− ui− 1

2
,j− 1

2
)2/h2x + β

,

donde el parámetro positivo β se añade al denominador con el fin de evitar singularidades. Las
condiciones de frontera descritas en [5] se implementan de la siguiente forma

u0,j = u1,j , um,j = um−1,j , ui,0 = ui,1 ui,n = ui,n−1. (4)

En los ı́ndices no enteros consideramos las siguientes expresiones

ui+ 1
2
,j+ 1

2
− ui+ 1

2
,j− 1

2
= minmod

(
1

2
(ui+1,j+1 − ui+1,j−1),

1

2
(ui,j+1 − ui,j−1)

)
ui− 1

2
,j+ 1

2
− ui− 1

2
,j− 1

2
= minmod

(
1

2
(ui,j+1 − ui,j−1),

1

2
(ui−1,j+1 − ui−1,j−1)

)
ui+ 1

2
,j+ 1

2
− ui− 1

2
,j+ 1

2
= minmod

(
1

2
(ui+1,j+1 − ui−1,j+1),

1

2
(ui+1,j − ui−1,j)

)
ui+ 1

2
,j− 1

2
− ui− 1

2
,j− 1

2
= minmod

(
1

2
(ui+1,j − ui−1,j),

1

2
(ui+1,j−1 − ui−1,j−1)

)
,

donde minmod(x, y) se define por la función

minmod(x, y) =
sgn(x) + sgn(y)

2
mı́n(|x|, |y|).

2.2. Discretización por forward-backward

Sean los operadores δ±x y δ±y descritos como sigue

δ±x ui,j = ±
ui±1,j − ui̧ ,j

hx
y δ±y ui,j =

ui,j±1 − ui,j
hy

,
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podemos aproximar la ecuación (3) de la siguienta manera

∇F (ui,j) = λ(ui,j − ûi,j)− (δ−x , δ
−
y ) ·

(δ+x ui,j , δ
+
y ui,j)

|(δ+x ui,j , δ+y ui,j)|

= λ(ui,j − ûi,j)− δ−x
δ+x ui,j√

(δ+x ui,j)2 + (δ+y ui,j)2
− δ−y

δ+y ui,j√
(δ+x ui,j)2 + (δ+y ui,j)2

= λ(ui,j − ûi,j) +

 δ+x ui,j√
(δ+x ui,j)2 + (δ+y ui,j)2


i−1,j

hx

−

 δ+x ui,j√
(δ+x ui,j)2 + (δ+y ui,j)2


i,j

hx
+

 δ+y ui,j√
(δ+x ui,j)2 + (δ+y ui,j)2


i,j−1

hy

+

 δ+y ui,j√
(δ+x ui,j)2 + (δ+y ui,j)2


i,j

hy
.

Finalmente, obtenemos la siguiente discretización

∇F (ui,j) = λ(ui,j − ûi,j) +
ui,j − ui−1,j

h2x

√
(ui,j − ui−1,j)2/h2x + (ui−1,j+1 − ui−1,j)2/h2y + β

− ui+1,j − ui,j

h2x

√
(ui+1,j − ui,j)2/h2x + (ui,j+1 − ui,j)2/h2y + β

+
ui,j − ui,j−1

h2y

√
(ui+1,j−1 − ui,j−1)2/h2x + (ui,j − ui,j−1)2/h2y + β

− ui,j+1 − ui,j

h2y

√
(ui+1,j − ui,j)2/h2x + (ui,j+1 − ui,j)2/h2y + β

,

con las condiciones de frontera descritas en la expresión (4).

2.3. Algoritmos numéricos

Para hallar una aproximación numérica a la solución del modelo (2) utilizamos tres algoritmos
numéricos cuyos esquemas básicos describimos a continuación.

2.3.1. Descenso Gradiente

El Descenso Gradiente es uno de los métodos de minimización más antiguos que existen para
funciones no lineales. Debido a su simplicidad es uno de los algoritmos más utilizados en la teoŕıa.
No obstante, tiende a requerir muchas iteraciones por restricciones de estabilidad que limitan el
tamaño de paso a valores muy pequeños por lo que es poco empleado. El esquema básico del método
de Descenso Gradiente se presenta en el Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 Descenso gradiente

1: Dado un punto inicial u0
2: Definir un tamaño de paso α
3: k = 0
4: while ∥uk − uk−1∥∞ ≥ ε∥uk + ε∥∞ and k < kmáx do
5: uk = uk−1 − α∇F (uk−1)
6: k = k + 1
7: end while
8: return uk

2.3.2. Nesterov Momentum

El método del Nesterov Momentum es una mejora del algoritmo de Descenso Gradiente, desa-
rrollado por Yurii Nesterov, que propuso un algoritmo que mejora la velocidad de convergencia y
precisión. El esquema básico se presenta en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Nesterov momentum [11]

1: Dado un punto inicial u0
2: y0 = u0
3: t0 = 1
4: k = 0
5: while ∥uk − uk−1∥∞ ≥ ε∥uk + ε∥∞ and k < kmáx do
6: yk = uk−1 − α∇F (uk−1)

7: tk =
1+
√

1+4t2k
2

8: uk = yk +
tk−1−1

tk
(yk − yk+1)

9: k = k + 1
10: end while
11: return uk

2.3.3. Punto Fijo

Finalmente, Vogel y Oman en 1996, propusieron un método de punto fijo llamado Lagged diffu-
sivity fixed point iteration en [12], en donde demostraron una rápida convergencia en comparación
con el Descenso Gradiente y métodos de Newton. La idea principal es tratar la no linealidad del
problema al calcular el término variacional fijando la iteración previa uk y resolver para uk+1. El
esquema de este método se describe a continuación en el Algoritmo 3.

2.4. Métricas para la evaluación del desempeño

Las métricas Peak Signal to Noise Ratio(PSNR) y Structural Similarity Index Measure (SSIM)
han sido empleadas para evaluar el desempeño de la eliminación de ruido de los métodos numéricos
de forma estándar [10, 14].

Definición 2.1. Dada una imagen de referencia U de tamaño m × n y una imagen procesada Û
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Algoritmo 3 Punto fijo [12]

1: Dado un punto inicial u0
2: k = 0
3: while ∥uk − uk−1∥∞ ≥ ε∥uk + ε∥∞ and k < kmáx do

4: λu0 =

(
λ−∇ · ∇

|∇uk|

)
uk+1

5: k = k + 1
6: end while
7: return uk

de las mismas dimensiones, definimos el Peak Signal to Noise Ratio PSNR como sigue

PSNR(U, Û) = 20 log10

(
máx(U)2

1
mn∥U − Û∥22

)
= 20 log10


máx(U)2

1
mn

m−1∑
x=0

n−1∑
y=0

(U(x, y)− Û(x, y))2

 .

Se expresa en decibelios y mide la relación entre el valor máximo posible de una señal y el valor
del ruido que corrompe la señal y afecta la fidelidad de su representación.

Mientras mayor sea el valor del PSNR significa que la señal, en este caso la imagen, se encuentra
más libre de ruido y se asocia a una reconstrucción de mayor calidad, por otro lado, un bajo valor
puede interpretarse como una señal contaminada por ruido.

Por otra parte, el SSIM es una métrica publicada por primera vez en [14] construida a partir
de tres factores importantes, estos son la luminosidad, el contraste y la estructura de una imagen
con el objetivo de adaptarse mejor al funcionamiento del sistema visual humano.

Definición 2.2. Dada una imagen de referencia U de tamaño m × n y una imagen procesada Û
de las mismas dimensiones, definimos el Structural Similarity Index Measure SSIM .

SSIM(U, Û) =
(2µUµÛ + C1)(2σUÛ + C2)

(µ2
U + µ2

Û
+ C1)(σ2

U + σ2
Û
+ C2)

,

donde µU , µÛ , σU y σÛ son la media y varianza de U y Û , respectivamente, σUÛ es la covarianza
entre ambas imágenes y C1 y C2 constantes utilizadas para evitar inestabilidad.

Los valores que pueden obtenerse con esta métrica se encuentran en el rango [−1, 1], donde 1
indica una similitud perfecta, 0 que no hay similitud y -1 una correlación negativa perfecta. Sin
embargo, estos últimos se consideran raros e irrelevantes [15]. Para la experimentación utilizamos
los valores C1 = 0.01 y C2 = 0.03.

3. Experimentos numéricos

Todos los algoritmos de la sección anterior fueron ejecutados en una computadora con Pop-Os!
Linux como sistema operativo, un procesador Ryzen 5 5600H y 32 GB de RAM. La implementación
de las discretizaciones y los algoritmos propuestos fueron hechos en el lenguaje de programación
Julia [13].
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Para analizar las soluciones obtenidas, probamos una imagen de dimensiones 256 × 256 con
valores en el rango [0, 1] contaminada con ruido aditivo Gaussiano de media µ = 0 y desviación
estándar σ = 0.1 con PSNR = 39.061 dB y SSIM = 0.344, mostrada en la Figura 1b. Los parámetros
utilizados fueron λ = 10, β = 10−3 y para los casos que era requerido un tamaño de paso α como
el Descenso Gradiente y el Nesterov Momentum, se usaron 0.001 y 0.005, respectivamente.

(a) Imagen libre de ruido. (b) Imagen con ruido aditivo de σ = 0.1.

Figura 1: Comparativa entre imagen original y la contaminada con ruido.

Las soluciones obtenidas con los distintos algoritmos y discretizaciones se presentan en la Figura
2. En particular, se puede apreciar que todos los resultados son visualmente aceptables, pues los
bordes se han preservado y el ruido se ha reducido de manera significativa.

En la Figura 3 se hace una comparativa de la iteraciones necesarias para alcanzar el criterio
de paro ∥uk − uk−1∥∞ ≤ ε∥uk + ε∥∞ con ε = 10−9. Tal como se esperaba, el punto fijo propuesto
resultó ser superior en el rendimiento, lo cual es consistente con lo descrito en [12].

En la Tabla 1 se muestra una comparativa de las métricas obtenidas por cada método numérico
y discretización, en general, podemos notar una ligera mejoŕıa en el PSNR y SSIM de las soluciones
obtenidas discretizando con puntos centrales. Además, se observa que los valores permanecen iguales
en cada método, de lo cual se infiere que la calidad de los resultados no depende del algoritmo
numérico para hallar la solución de la ecuación diferencial, sino de la discretización empleada.

Tabla 1: Comparación de métricas de las soluciones obtenidas.

Método numérico Discretización PSNR SSIM

Descenso Gradiente
Puntos centrales 55.93 0.809

Forward-Backward 55.88 0.804

Nesterov
Puntos centrales 55.93 0.809

Forward-Backward 55.88 0.804

Punto fijo
Puntos centrales 55.93 0.809

Forward-Backward 55.88 0.804
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(a) Descenso gradiente con Forward-Backward. (b) Descenso Gradiente con puntos centrales.

(c) Nesterov Momentum con Forward-Backward. (d) Nesterov Momentum con puntos centrales.

(e) Punto fijo con Forward-Backward. (f) Punto fijo con puntos centrales.

Figura 2: Resultados obtenidos. En la columna izquierda los algoritmos con la discretización
Forward-Backward y en la derecha con puntos centrales.
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Figura 3: Iteraciones necesarias para alcanzar el criterio de paro.

Los experimentos mostrados hasta ahora sugieren que no existe una diferencia significativa entre
una discretización u otra pues la variación que existe entre los resultados pudiera parecer mı́nima,
por ello, se realiza una comparación del comportamiento de las métricas ante la presencia de un
ruido aditivo Gaussiano con mayor desviación estándar σ.

Para fines de justa comparación empleamos los mismo valores para todos los parámetros e
hicimos variar σ entre el intervalo [0.05, 0.4].

En la figura 4 se muestra la comparación del compartamiento de las métricas ante la presencia
de mayor ruido. En ella observamos que cuando el ruido tiene valores de σ entre 0 y 0.1 no hay
gran diferencia entre usar Forward-Backward o puntos centrales, lo que sugiere que no es muy
relevante para la calidad de los resultados. Por el contrario, a medida que es mayor la presencia
de ruido existe ventaja de utilizar puntos centrales como discretización del término variacional
sobre Forward-Backward, pues utilizando PSNR como métrica de evaluación del desempeño de la
eliminación de ruido puede alcanzar una diferencia de hasta 2 dB, mientras que el caso del SSIM
de 0.03, lo cual representa una mejoŕıa pues la diferencia es mayor a 10−4 como se ha sugerido en
[15] para que sea significativo.

4. Conclusiones

En este art́ıculo se presentó una comparativa de dos discretizaciones comúnmente empleadas
en la solución numérica de un modelo de variación total para la eliminación de ruido en imágenes.
Estas discretizaciones fueron capaces de preservar bordes y reducir el ruido de manera aceptable
tal como se estimaba para el modelo. Además, como método de comparación, se dieron métricas
para la evaluación de su desempeño en tres algoritmos numéricos habitualmente utilizados para
hallar la solución numérica de ecuaciones diferenciales no lineales. Siendo aśı, podemos concluir
que la discretización por puntos centrales resultó ser superior de acuerdo a los valores de PSNR y
SSIM, independientemente de la desviación estándar σ que tuviera el ruido aditivo Gaussiano. Cabe
mencionar, que esta ventaja se preserva aún ante la presencia de altos niveles de ruido utilizando
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Figura 4: Comparación del comportamiento de las métricas ante la presencia de mayor ruido. En
la columna izquierda el comportamiento del PSNR y en la derecha del SSIM.
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valores del parámetro λ adecuados para ello.
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