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Se calcula la distribución morfológica de las fluctuaciones primordiales de densidad.
Determinaciones previas, han contradictoriamente concluido que existe una tenden-
cia a las las formas prolatas, o a las formas oblatas, respectivamente. Utilizando dos
métodos, el cálculo del Hessiano y el tensor de inercia hemos calculado el parámetro de
triaxialidad de las perturbaciones de densidad en un campo Gaussiano Estocástico con
un espectro de ley de potencias, que asemeja el espectro primordial de las fluctuaciones
de densidad del Universo. Mostraremos que tal tendencia no existe y que la distribucin
de triaxialidad es independiente del ı́ndice espectral. Más aun, mostraremos que los
resultados de Peacock y Heavens son compatibles con nuestras determinaciones. Estos
resultados están en completo acuerdo con las triaxialidades inferidas para halos de
materia obscura, la morfoloǵıa de los cúmulos de galaxias e incluso la morfoloǵıa de
los ”voids”.

We have calculated the morphology distribution of promordial density fluctuations.
Previous determinations have reported contradictory results, towards a tendency fot
prolate or oblate shapes, respectively. By using two methods, the Hessin matrix and the
inertia tensor we asses the triaxiality parameter of density perturbations in a Gaussian
Random Field with a power law spectrum, which mimics the primordial fluctuation
spectrum of the Universe. We will show that there is no prefered tendency, and that the
triaxiality is independent of the spectral index. Moreover, we show that the Peacock
and Heavens results are compatible with our determinations. These results are in
complete agreement with the triaxiality infered for dark haloes, clusters of galaxies
and even with the morphology of voids.
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1. Introducción

Basados en un anális exahustivo de las propiedades de los campos Gaussianos es-
tocásticos Bardeen, Bond, Kaiser y Szaley ([1]; BBKS de aqúı en adelante)determinaron
que las fluctuaciones primordiales de densidad, de las que se origina la actual estructu-
ra cósmica son intrinsecamente triaxiales con cierta tendencia a la oblaticidad. Otros
autores han tratado de detectar alguna interdependencia entre la triaxialidad y el
tamao de las fluctuaciónes primordiales de densidad, con la morfoloǵıa ovservada de
galaxias y cúmulos. Por ejemplo, [2] basado en los resultados de [3], comparó las dis-
tribuciones de triaxialidad de las fluctuaciones con la de los halos de materia obscura
de simulaciones cosmológicas. Su estudio se enfocaba a analizar la evolución no lineal
del campo de densidad, ya que la interaccin con otras perturbaciones la morfoloǵıa
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final podŕıa o no, reflejar la morfoloǵıa inicial. La hipótesis de partida es que si la
forma de las fluctuaciones o picos determina la forma de los halos de materia obscu-
ra, debeŕıa encontrarse un exceso de halos obscuros prolatos debido al sesgo natural.
Sin embargo, no se encontró tal sesgo. Más aun, [4, 5] intentarón explicar el esque-
ma de clasificación de Hubble, asociando galaxias eĺıpticas con las fluctuaciones más
grandes, y a las galaxias espirales o de disco con fluctuaciones pequeas. La relación
densidad-morfoloǵıa de cúmulos de galaxias contradicen esta hipótesis.

Se ha intentado inferir la morfoloǵıa tridimensioanl de galaxias y cúmulos a partir
de los ejes principales observados, proyectados en el cielo, y realizando simulaciones
de Monte Carlo para reproducirlas. [6] por ejemplo, analizaron 204 galaxias eĺıpticas y
mostraron que la distribución de triaxialidad era incompatible tanto con una muestra
pura de elipsoides oblatos, o de elipsoides prolatos. Se detectó también una fracción
pequea, de ≈ 2 %, de galaxias casi esféricas. Por otra parte, [7] estudiaron una muestra
más grande, de 20399 galaxias incluyendo galaxias eĺıpticas y espitales. Confirmaron
que el número de galaxias con excentricidad cero son extremadamente raras, y que
las galaxias eĺıpticas gigantes y de masa intermedia son triaxiales. No obstante, no se
detecta ningúna tendencia hacia la oblaticidad o prolaticidad.

En cuanto a cúmulos de galaxias [8] encontraron que los cúmulos de galaxias pre-
sentan la tendencia a una excentricidad más grande que las galaxias eĺıpticas, pero
además su distribución morfológica es mejor ajustada por una distribución o bién de
puros elipsoides oblatos o puros elipsoides prolatos. En tanto, [9] analizó la elipcici-
dad aparente de 44 cúmulos de Abell, encontrando que la distribuci”on morfológica es
consistente con formas prolatas. Y empleando una muestra de 6000 cúmulos, [10] con-
cluyen que una distribución de elipsoides traxiales ajusta mejor los datos observacio-
nales. Tal tendencia ha sido ampliamente estudiada también a travs de simulaciónes
numéricas en escenarios dominados por materia obscura fŕıa por [11, 12].

Resulta claro que no existe concenso sobre la distribución de triaxialidad para las
diferentes estructuras cósmicas observadas. Y mientras que varias propiedades es-
tad́ısticas (.e.g. función de correlación, espectro, etc.) de campos Gaussianos y No
Gaussianos han sido exhaustivamente estudiada, e.g. [13, 14, 15, 16], en referencia a
la morfoloǵıa se han detectado inconsistencias entre la forma de los halos predichas
por las simulaciones numéricas y de las observaciones. Determinar la morfoloǵıa de
las perturbaciones de densidad generadas como un proceso estocstico, es el objetivo
del presente art́ıculo. Una introducción más detallada puede encontrarse en [17]. En
el futuro nos avocaremos a seguir la evolucin morfológica como resultado de interac-
ciones con otras estructuras en el regimen no lineal que se ha vuelto un tema central
en la formación de galaxias [18, 19, 20].

2. La Morfoloǵıa de las fluctuaciones: Formulación teórica

Para el presente análisis adoptarémos el procedimiento anaĺıtico y la notación de
BBKS. A primera aproximación uno puede expandir el campo de densidad alrededor
de un pico (extremo) como

δ(r) = δ(0) + ri
∂δ(r)
∂ri

+
1
2
rirj

∂2δ(r)
∂ri∂rj

+, (1)
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donde el segundo término en el lado derecho de la ecuación es cero debido a la
condición de que es un extremo de la función. El término compuesto por las segundas
derivadas es la matriz Hessiana

H = − ∂2δ

∂ri∂rj
, (2)

cuyos eigenvalores, ordenados sin perdida de generalidad de la forma λ1 > λ2 > λ3,
representan la aproximacin cuadrtica del campo de densidad

δ(r) = δ0 −
∑

λir
2
i /2, (3)

que define un elipsoide triaxial con semiejes

ai = [
2δ(0)− δt

λi
]1/2, (4)

con δt definiendo el valor del contorno de isodensidad de la superficie a la que se le
determinar la triaxialidad. La ecuación (4) es la definición adoptada por PH para
analizar la morfoloǵıa de los picos de densidad en términos de la razón de sus ejes
principales.

Adicionalmente, los parámtros de densidad son definidos en términos de los eigen-
valores del Hessiano,

ε =
λ1− λ3

2
∑

λi
, p =

λ1 − 2λ2 + λ3

2
∑

λi
, (5)

donde ε mide la elipticidad en el plano λ1 − λ3 y p es el grado de prolaticidad u
oblaticidad, respectivamente. Si 0 ≥ p ≥ −ε, entonces el elipsoide es prolato, mientras
que si ε ≥ p ≥ 0 es oblato. Los casos ĺımites son, p = −ε para un esferoide prolato
puro y p = ε para un eferoide oblato puro.

La distribución condicional, P (ε, p‖x), que mide la probabilidad de encontrar una
fluctuación de densidad con parámetros de triaxialidad en el intervalo ε y p y ε + dε
y p + dp, condicionada al valor de la curvatura del campo, normalizada x = ∇2δ/σ2

(ver eq. [7,6] en BBKS) es

P (ε, p‖x) = (
2
π

)1/2 x8

f(x)
exp(−(5/2)x2(3ε2 + p2))W (ε, p), (6)

donde he utilizado x = x∗ = γν, que es el valor más probable de la curvatura, y γ es
dependiente del ı́ndice espectral γ = [(n+3)/(n+5)]1/2. De aqúı en adelante, el tamao
o altura de una fluctuación ser expresada en unidades de la ráız cuadrática media σ
del campo de perturbaciones como δ = νσ. Aśı, dada una probabilidad P y una altura
maxima νmax de los picos, la ec.(6) define una curva de isoprobabilidad que encierra
al menos 100(1 − P ) % de todos los picos con alturas ν < νmax. La Figura 1 exhibe
algunos de los contornos de isoprobabilidad como función de la probabilidad y la
altura de los picos para los ı́ndices espectrales n = 1,−2. Solo estos ı́ndices espectrales
fueron incluidos a fin de realzar cualquier posible dependencia de la distribución
de la triaxialidad con el espectro. Sin embargo, no se observa ninguna dependencia
obvia. Nuestros resultados numéricos deberán ser comparados con los contornos de
la Figura 1.
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Figura 1. Contornos de isoprobabilidad de la distribución de triaxialidad de las fluctuaciones

de altura ν, para n = 1,−2. Los isocontornos de probabilidad 0.5 han sido incluidos. Estos

deberán contener la mitad del número total de flutuaciones

3. Aproximación Numérica

Hemos calculado tanto el Hessiano como el tensor de inercia para evaluar la morfo-
loǵıa primordial de las fluctuaciones de densidad, de las que se originan las estructuras
cósmicas a todas las escalas; halos de materia obscura, galaxias, cúmulos de galaxias
y estructuras filamentarias. El primer cálculo fue usado por PH para llevar a cabo las
primeras determinaciones de la morfoloǵıa de los picos, mientras que el segundo fue
hecho por BBKS en su tratamiento anaĺıtico de los campos Gaussianos estocásticos.
Ya que nuestro objetivo es probar numericamente la compatibilidad de estos resul-
tados, ambos métodos requieren de suavisar el campo de densidad discreto, que es
generado con fluctuaciones al azar en una caja de 643 nodos, y un proceso de interpo-
lación en tres dimensiones. Hemos basado este último en el método triangular-shaped
cloud (ver [21]). Esto nos permite reconstruir el campo de densidad en cualquier
punto dentro de la red cúbica. Mas aun, para aplicar eficientemente la interpolición
requerimos determinar el número mı́nimo de puntos que contribuirán al momento de
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inercia. Ello para garantizar la estabilidad numérica de la morfoloǵıa calculada. Para
el tensor de inercia hemos asociado una masa unitaria a cada punto de la red. Varias
otras formas de asignar la masa pueden ser usados, vea e.g. [22, 23]. Una descripción
detallada y completa del uso de los métodos aśı como la determinación del núme-
ro mı́nimo de nodos y pasos de interpolación puede encontrarse [17]. Ns denota el
número de subdivisiones de cada 13 cubo es cruzado por la superficie de isodensidad.

3.1 Metodoloǵıa

Hemos generado el campo de fluctuaciones primordiales con un espectro de ley de
potencias, P (k) = Akn, con ı́ndices espectrales n = 1, 0,−1,−2. Los dos primeros
corresponden a la descripción de perturbaciones a pequea escala, del orden de kpc y
los sugundos a escalas cosmológicas, de Mpc. La caja más grande utilizada tiene una
escala de longitud de 64h−1Mpc por lado entonces procedemos como sigue:

1. El campo de densidad es convolucionado con un filtro Gaussiano

WG = exp(−(k2R2)/2), (7)

donde k es el número de onda y R es el radio de filtrado.

2. Se dtermina la posición (en la red cúbica) de los máximos. Estos se definen como
aquellos puntos sobre la red donde la densidad δmax es mayor que la densidad en sus
26 vértices vecinos más cercanos. En general, la posición de los picos máximos en la
red no coincide con la verdadera posición del máximo de densidad.

3. El valor de la superficie de isodensidad δt, para la cual queremos determinar sus
parámetros de triaxialidad, es elegido mediante un factor f

δt = fδmax, (8)

con 0 << f ≤ 1. Entonces, el tensor de inercia es calculado

Ikl =
1

N

mX
i=1

[(xk− < xk >)(xl− < xl >)], (9)

que involucra el uso de los nodos de la red y el código de interpolación de Ns =
14 y donde k, l = 1, 2, 3, x1i, x2i y x3i son las coordenadas cartesianas del i-ésimo
punto. Para una f dada, la suma corre sobre todos los nodos de la red con δ ≤ δt.
Los eigenvalores del tensor de inercia a2

3 > a2
2 > a2

1, son entonces relacionados a los
eigenvalores del Hessiano como

λ1 = 1/a2
1, λ2 = 1/a2

2 yλ3 = 1/a2
3. (10)

4. Para asegurarnos de la validéz de la aproximación cuadrática, el cálculo del Hessia-
no debe ser hecho muy cerca de la posición del pico real. Por lo tanto, uno de los
requerimientos del método del tensor de inercia es llevar a cabo un primer proceso
de interpolación para calcular el máximo real. Después de esto, la matriz Hessiana
interpolando la densidad en puntos separados a distancias d = R/3, R/2, R del centro
del pico. Estas tres distancias fueron utilizadas para probar la estabilidad y constancia
de la forma de los picos de densidad.
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4. Resultados

4.1 Análisis Estad́ıstico

Figura 2. Morfoloǵıa de las fluctuaciones en función de su tamao para n = 1. El isocontorno

de probabilidad 0.5 contiene 50% del número de picos. Los valores medios de los parámetros

de triaxialidad son < ε >= 0,174 y < p >= 2,3× 10−2.

La Figura 2 muestra la distribución de los parámetros de triaxialidad como función
de la altura umbral representada por ν. Se confirma que las fluctuaciones mas grandes,
ν > 3,5, tienden a ser más esféricas que las fluctuaciones más pequeas, tal como lo
determinaron BBKS. La mayor dispersión en la morfoloǵıa de los picos en el plano
ε− p, proviene de los picos con ν < 1,5σ. Además, la distribución de los parámetros
de triaxialidad para los picos con 1,5 < ν < 3, –donde el número de fluctuaciones es
mayor–, está más concentrada hacia la esfericidad y al menos un 50 % de ellos caen
dentro del contorno de isoprobabilidad. Si analizamos la forma de estos contornos
notaremos que la mayor parte del área acotada por ellos está dentro de la región de
los esferoides oblatos, indicando una tendencia a estas morfoloǵıas. Para checar si
esto es correcto, calculamos la razón Γ entre el número de elipsoides oblatos No al
de elipsoides prolatos Np, ambos obtenidos numericamente. Cualquier tendencia debe
ser reflejada por Γ. En la segunda y tercer colúmna de la Tabla 1 mostramos esta
razón para diferentes ı́ndices espectrales y en función del tamao de las fluctuaciones.
Es fácilmente visible que no hay ninguna tendencia morfológica. Más aún, cuando solo
consideramos los picos más altos, tampoco se observó ninguna morfoloǵıa preferencial,
aun cuando constituyen una población pequea.

El histograma de la Figura 3, despliega la distribución de elipsoides oblatos y
prolatos. Debido a estos resultados, nuestra primer conclusión es que la forma in-
trinseca de las fluctuaciones primordiales de densidad es triaxial. Una inspeción de
la Figura 3 también confirma que los resultados son independientes del ı́ndice es-
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Cuadro 1. Cociente del número de objetos oblatos a prolatos en función del ı́ndice espectral

n y la altura de los picos. Se indica el método utilizado

pectral. Sin embargo, la distribución de elipticidad y prolaticidad exhibe una débil
tendencia hacia las morfoloǵıas oblatas. Los valores medios < ε >= 0,18 ± 0,02 y
< p >= (0,13± 0,003)× 10−3 incluyen a todos los modelos. Estos valores y la distri-
buciń de puntos en el plano ε−p desacuerdan tanto con las predicciones anaĺıticas de
BBKS, como con el análisis numérico de PH. Aśı, para comparar nuestros resultados
con el de estos autores es necesario calcular la morfologá recurriendo al Hessiano,
como se describio en la sección 3. Una vez que el Hessiano es diagonalizado tomamos
el cociente de sus ejes definidos por la Ec. (10)

(
λ3

λ1
)1/2 =

a1

a3
=

short− axes

long − axes
= s, (11)

(
λ3

λ2
)1/2 =

a2

a3
=

middle− axes

long − axes
= m. (12)

La Figura 4 es un ejemplo de la distribución de estos cocientes en el plano s−m.
Un simple juicio

λ1 − 2λ2 + λ3 = 0, (13)

o en términos del cociente de los ejes

1
s2
− 2

m2
+ 1 = 0, (14)

que nos da la ecuación de la curva

s =
m√

2−m2
. (15)
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Figura 3. Distribución de formas oblatas y prolatas de la Tabla 1. La distribución en ĺınea

punteada corresponde a los eigenvalores generados al azar.

Cuando esta función es incluida en el diagrama s−m de la Figura 4, se observa que
los resultados de Ph son tambin consistentes con que no se detecta ningúna tendencia
morfológica, i.e. las perturbaciones son intrinsecamente triaxiales como lo muestran
tanto el número de elipsoides oblatos y prolatos de la Figura 5, aśı como la cuarta
columna de la Tabla I. Regresando a los resultados de BBKS, uno quisera entender
por qué existiŕıa un sesgo natural hacia las formas oblatas ?

4.2 Generación Estocástica de λi

El campo primordial de fluctuaciones es un campo Gaussiano estocástico ([25, 24]),
i.e. es un campo generado por la superposición de una gran número de modos de Fou-
rier con fases al azar en un intervalo 0−2π. Bien, observando lo que es una fluctuación
desde el punto de vista de la matriz Hessiana, ésta es el resultado de la curvatura
del campo de densidad sobre sus ejes principales. Los eigenvalores del Hessiano, por
lo tanto deben ser también números generados al azar; el valor de uno no afecta el
valor de los otros dos. Bajo esta suposición, no resulta claro por qué o de dónde deba
surgir una tendencia hacia las formas oblatas. Es también bajo esta suposición que
hemos generado números al azar para generar tripletes, incluso sin prestar atención a
si reúnen los requerimeintos de un campo cosmológico de densidad. Son tripletes de
números generados al azar. Con este procedimiento tenemos el objetivo de tratar de
reproducir nuestra distribución de triaxialidad como un proceso estocástico. Si sucede
tal cosa, seŕıa indicativo de que la tendencia reportada por BBKS resulta más bién
de las varias simplificaciones anaĺıticas hechas, que esconden la distribución real de
triaxialidad.

Llamaremos a nuestros tripletes, eigenvalores, tales que 0 < λi ≤ 1. Una vez
que los ordenamos en forma creciente, determinamos los parámetros de triaxialidad
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Figura 4. Distribución de picos de acuerdo al cociente de sus ejes s y m, como fueron presen-

tados por PH. Se observa una tendencia artificial a las formas prolatas.

a través de la Ec. (5). Los resultados son desplegados en la distribución de la Figura
3 (ĺınea punteada), en donde no se observa diferencias substanciales con las distribu-
ciónes obtenidas con el Hessiano ni con el tensor de inercia. Incluso podemos proveer
una medida de que tan iguales son estas distribuciones recurriendo a los momentos;
la media < p >, la desviación estándard σ, el sesgo s y la curtosis k. Tales momentos
caracteŕızan la asimetŕıa observada de la distribución de triaxialidad. Nosotros ob-
tuvimos: < p >= 1,324 × 10−2, σ = 0,1189,s = 0,9091 y k = 0,9364. Mientras que
para la distribución determinada por la generación azarosa de tripletes, obtenemos
< p > 8,53 × 10−3, σ = 0,1194, s = 0,9251 y k = 0,9635. Y por tanto estas dos
distribuciones son generadas por el mismo proceso estocástico.

5. Conclusiones

Para todos los ı́ndices espectrales, confirmamos que los picos de densidad más altos
tienden a ser mas esf’ericos. Cundo se considera la muestra completa de perturbacio-
nes, se detecta una morfoloǵıa intrinsecamente triaxial. Este resultado resuelve una
controversia concerniete a sesgo natural inicial hacia la prolaticidad por PH, o hacia
la oblaticidad. Nuestros resultados son independientes del ı́ndice espectral. Más aun,
las determinaciones de las formas intrinsecas de galaxias eĺıpticas de [6, 7], que fueron
consistentes con una población de objetos triaxiales, sugiere que la distribución de
morfoloǵıas sobrevive a la evolución no lineal del campo.
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Figura 5. (a) Distribución de triaxialidad de los picos en el plano s−m, como fueron presen-

tados por PH. Se observa una tendencia artificial a las formas prolatas. En la Figura (b) se

incluye la función s = s(m) que divide correctamente ambas regiones. Se comprueba que no

hay tal sesgo morfológico natural
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