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En este trabajo, analizamos la dindmica de un modelo de cadena alimentaria tritréfica
compuesto por una presa, un depredador y un super depredador. La herramienta prin-
cipal que se utiliza es la teoria del promedio para el analisis del punto de equilibrio p4.

In this paper, we analyse the equilibrium points of a model tritrophic food chain
composed of a prey, predator and top predator. We use the theory of average to the
analysis of the equilibrium point p4.
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1. Introduccién

Un problema importante en la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) es el anélisis de sus trayectorias, en particular las 6rbitas periddicas y dentro
de ellas, los ciclos limite. En general, demostrar que una érbita es peridédica o que
es un ciclo limite, no es sencillo. Para probarlo, existen diversas técnicas, siendo la
aplicacién de primer retorno de Poincaré la mas conocida, véase [13, 16]. Cuando
tenemos un sistema diferencial que depende de un parametro, es viable probar la
existencia de ciclos limite mediante la técnica de bifurcacion respecto al parametro,
un resultado muy conocido en ese sentido es el teorema de bifurcacién de Poincaré—
Andronov—Hopf [16, 8]. Otra técnica es el método del promedio, que consiste en
perturbar un sistema que tiene como soluciones a un centro lineal (& =y, y = —z),
al perturbar un sistema de este estilo se puede indagar sobre la existencia de ciclos
limite del sistema perturbado.

Uno de los principales topicos en ecologia matematica es el estudio de cadenas ali-
mentarias en la que intervienen consumidores primarios y secundarios. El anédlisis de
estos modelos, se ha hecho analizando diferentes sistemas diferenciales bajo el nom-
bre comin de modelos presa—depredador—siiper depredador. La existencia de
ciclos limite, atractores, y diversas clases de bifurcaciones son la caracteristica de
estos modelos, lo que ha ayudado a explicar los comportamientos complejos en tales
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sistemas.

En este trabajo, analizamos un modelo de una cadena alimentaria tritréfica com-
puesta de una presa que se reproduce de manera logistica, un depredador con res-
puesta funcional de Holling tipo II y un super-depredador que también tiene respues-
ta funcional de Holling tipo II. Denotaremos por (x(t),y(t), 2(t)) al tamano de las
poblaciones de presa, depredador y super depredador respectivamente, al tiempo ¢.
El modelo que representa dicho escenario se escribe como

. X a1y
T = z|lp———
k by +x ’

. a1xr asz

= _ —dy |, 1
] it ey 1) (1)
. asz
z = z — ,

by +y ?

dr dy dz
dt’dt’ dt)'
Para mayores detalles sobre este modelo, puede consultar [9, 17, 11, 12]. El interés
principal es indagar la existencia de ciclos limite del sistema (1), principalmente los
que se originan de una bifurcaciéon de Hopf.

donde p, k, a;, b;, d;, i = 1,2, son constantes positivas y (&,7, 2) 1= (

Hay una buena cantidad de articulos dedicados al estudio de este tipo de ciclos limite,
como por ejemplo, [3, 2, 17] entre otros. En [4], J. Llibre y J—P. Frangoise prueban
que hay pardmetros para los cuales el modelo (1) tiene 1 y 3 ciclos limite que provienen
de una bifurcacién de Hopf y también analizan la estabilidad de los mismos. La he-
rramienta para obtener estos resultados es la teoria del promedio de segundo orden.
Nosotros, ademas de describir los resultados de Llibre y Francoise, hacemos un analisis
en otro punto de equilibrio y hacemos algunas simulaciones numericas para buscar
ciclos limite.

En la primera seccion se presenta la teoria de bifurcacién de Hopf y el método del
promedio de orden uno y dos. En la seccién tres se describe con mayor cuidado las
cadenas alimentarias y en la seccién cuatro se describe la existencia de ciclos limite
y se realizan algunas simulaciones numéricas.

2. Bifurcacion y Teoria del promedio

2.1 Bifurcacién de Hopf

La bifurcacion de Hopf de un sistema diferencial en una vecindad de un punto fijo
esta ligado a un cambio de la dindmica respecto a la variacién de un pardmetro.

Teorema 2.1. Considere el sistema parametrizado

:t:f(x’/i)

con z € R" y u € R. Supongamos que existe (xq, po) tal que
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(a) f(zo,p0) =0

(b) D, f(zo,uo) posee un tnico par de valores propios en el eje imaginario y el resto estdn
fuera de él.

(c) d‘—fl(Re()\(p)))|H:u0 = d # 0 donde A(p) es un valor propio de D, f(zo, f0).

Entonces, existe una tnica variedad central bidimensional que pasa por (xg, o) €
R™ x R. La dindamica sobre la variedad central esta dada por

7= (dp + 1ir?)r,
6 = w + cp + br?.

Si l; # 0 entonces existe una superficie de érbitas periédicas en la variedad central,

las cuales tienen tangencia cuadrética con el eigenespacio generado por A(po), A(to).
Si {1 < 0 las 6rbitas periédicas son estables (caso supercritico), mientras que sily > 0
son inestables (caso subcritico) y si l; = 0 es un centro (caso degenerado).

2.2 Teoria del promedio

Consideremos el sistema diferencial
dx
i

con x € D C R*, D un dominio acotado, ¢ > 0 y asuminos que F(t,z) v R(t,z,¢)

son T-periddicas en t.
El sistema promediado asociado al sistema (2) estd definido por

dy

eF(t,x(t)) + 2 R(t, z(t),€), (2)

W er ) 0
donde
T
P =7 [ Pl (W

El siguiente teorema establece condiciones para que el punto singular del sistema
promediado (3) proporcione érbitas T-periddicas del sistema (2).

Teorema 2.2 (Método del promedio de primer orden) Consideremos el sistema (2) y asumi-
mos que las funciones vectoriales F', R, D, F, D?F y D, R son continuas y acotadas
por una constante M (independiente de €) en [0,00) X D con —ey < € < &gy
suponemos que F' y R son T-periddicas en t, con T independiente de €.

(a) Sip € D es un punto singular del sistema promediado (3) tal que

det(D, f°(p)) # 0, (5)

entonces para |e| > 0 suficientemente pequertio, existe una solucién T-periddica z-(t)
del sistema (2) tal que z.(t) — p cuando € — 0.
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(b) Si el punto singular y = p del sistema promediado (3) es hiperbdlico entonces, para
le| > 0 suficientemente pequeiio, la solucién periddica correspondiente z.(¢) del sistema
(2) es unica, hiperbdlica y del mismo tipo de estabilidad que p.

El método del promedio puede aplicarse a una familia muy amplia de modelos
matematicos poblacionales, en particular en el tipo de modelo que nos ocupa. Un
ejemplo donde se puede apreciar la pontecialidad de la aplicacién de este método es
en la ecuacién de Van der Pol, el cual tiene un ciclo limite atractor. Los detalles de
cémo aplicar el método del promedio a este sistema se puede encontrar en [14].

2.3 Método del promedio de segundo orden

El siguiente teorema proporciona una aproximacién de segundo orden para solu-
ciones periddicas de un sistema diferencial, véase la demostracién del teorema 3.5.1
de Sanders y Verhulst en [14].

Teorema 2.3 (Método del promedio de Segundo orden) Consideremos el siguiente sistema di-
ferencial

dx

i eFi(t,x) + 2 Fy(t,z) + 2 R(t, z,¢), (6)
donde Fi,F5 :Rx D — R" R:R x D x (—¢f,e7) — R son funciones continuas,
T-periédicas en la primera variable, y D es un subconjunto abierto de R". Asumimos
que:

(i) Fi(t,-) € C*(D) paratodot € R, F1, F», Ry D,Fi son localmente Lipschitz con respecto
a x, y R es diferenciable con respecto a e.
Definimos Fio, Fao : D — R" como

1 /7
Fio(z) = T/ Fi(s, z)ds,
0

T

Foo(z) = %/0 [DzFl(s,z)~/SF1(t7z)dt+F2(s,z) ds, (7)

0

(ii) Para V C D un conjunto abierto y acotado y para cada € € (—¢y,e7)\{0}, existe a. € V
tal que Fio(a:) + eFao(a:) = 0y dp(Fio + eFo,V,a:) # 0.

Entonces las siguientes afirmaciones se cumplen

(a) Para |¢| > 0 suficientemente pequeiio existe una solucién T-periddica ¢(t,€) del sistema
(6) tal que ¢(0,¢) = a..

(b) Si la funcién Fig + eFa es C! la estabilidad o inestabilidad del ciclo limite p(t,e) es
dado por la estabilidad o inestabilidad del punto singular a. del sistema promediado

% = EFlo(:C) —+ €2F20(.T),

correspondiente al sistema (6). De hecho, el punto singular a. del sistema promediado
tiene el comportamiento estable del mapeo de Poincaré asociado al ciclo limite ¢(t, €).
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La prueba de la afirmacién (a) puede ser encontrada en [1], y para la afirmacién (b),
véase [15, 14, 10].

3. Modelacién de cadenas alimentarias

Una cadena alimentaria es una serie de organismos vivos relacionados de tal manera
que uno consume al que le precede en la cadena, y a su vez, puede ser alimento del
que le sigue. En la Figura 1 se muestra una cadena alimentaria terrestre de cuatro
eslabones:

Plantas |—>» | Hormiga |—> Rana —>» | Culebra

Figura 1. Cadena alimentaria de cuatro eslabones.

Cada ser vivo se alimenta de diferentes tipos de presas y, a su vez, es presa de
distintos depredadores. Esto determina que en un ecosistema se formen redes troéficas
(redes alimentarias) que incluyen muchas cadenas alimentarias interrelacionadas y
una gran cantidad de especies que son productores, consumidores y descomponedores.
El nivel trofico corresponde a los niveles diferentes o pasos en la cadena alimentaria.
En otras palabras, los productores, los consumidores, y descomponedores son los
niveles tréficos principales. En resumen, el conjunto de cadenas alimentarias que
tiene eslabones comunes da lugar a una red troéfica.

3.1 Formulacién del modelo

Un gran nimero de modelos de cadenas alimentarias que han aparecido en la lite-
ratura son de tipo Lotka-Volterra. Gard y Hallam [7] consideran criterios para la

persistencia y extincién de la poblacién. En trabajos anteriores (Véase 5, 6]) se
ha mostrado que las cadenas alimentarias pueden exhibir una variedad de conducta,

incluyendo persistencia o extincién del super depredador, conducta oscilatoria y equi-
librio globalmente estable.

El modelo que se estudia en este trabajo corresponde a una cadena alimentaria
tritroéfica que incorpora una respuesta funcional de Holling tipo II para el depredador
y el super-depredador. Este meodelo se escribe de la forma

dx x
> N 8
C=a(p-T) v, (8)
d
dié =yf(x) — zg9(y) — dry,
d
£ = Zg(y) - ng,
con
aixr . .
f(z) = respuesta funcional para la especie y,
bl +x
azy . .
gly) = respuesta funcional para la especie z,
be +y
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donde

= z(t) representa la densidad de poblacién de presas al tiempo ¢, el nivel més bajo de
la cadena alimentaria, cuyo crecimiento estd dado por una funcién logistica,

» y(t) es la densidad de poblacién de depredadores al tiempo ¢, que se alimentan de la
presa z,

= 2(t) es la densidad de poblacién de super-depredadores al tiempo ¢, que se alimentan
de la presa y.

Aqui, t es el tiempo, la constante p es la tasa de crecimiento intrinseca y la constante
k es la capacidad de carga del habitat de la especie z; dy y ds son las constantes
que representan las tasas de muerte para las especies y y z, respectivamente. Las
constantes a; y b; para i = 1,2 parametriza la saturacién de la respuesta funcional.

3.2 Anadlisis del modelo

El sistema diferencial (8) que modela la situacién planteada tiene seis puntos de
equilibrio.

1= (Oa 070) i
P2 = (kp707 0) 9
ps = ( bldl _bl(bldl + (dl — al)kp) 0>
ay —d1’ (a1 —dl)zk‘ ' ’
bads body
P4 = <O7 as _d27a2_d2> )

- A+\/§ bgdg bg (a1 —dl)\/E—bQC(ag —dg)
Ds = 2(ag —dz)’ (ag — dg)’ (as — dy) <\/§+D)

A—-VB bady by (a1 — di) VB + bC (az — da)
2(a2—d2)’ (ag—dg), (ag—dg) (\/E—D)

donde
A = —agby + bids + agkp — dokp,
B =4(as — do) (a2 (by + kp)? — da (b2 + darbok + 2y kp + K2p?) )

C =ai1by +bidy — a1kp + dikp,
D = asby — bida + agkp — dakp.

Los puntos de equilibrio ps, ps, ps v pe existen siempre que sus denominadores son
distintos de cero y B > 0.

Para el andlisis local de estos puntos de equilibrio, encontramos la matriz Jacobiana
asociada al sistema (8) que resulta ser
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_ 2z _ albly _ _mx
P= % = (hrta)? btz 0
_ a1bry arx  _ _agboz _azy
Df((E, Y, Z) = (b1+x)2 b1tz (b2+y)2 dl ba+y (9)
agbaz azy
0 (b2+y)?2 ba+y da

Analizando la aproximacién lineal en el punto p; = (0,0,0), nos da que es un punto
de equilibrio hiperbdlico, ya que los valores propios de su aproximacion lineal son
reales y distintos de cero, ademdas hay una variedad inestable en z y una 2-variedad
estable en yz, por lo que se tiene que p; es de tipo silla.

Ahora, evaluamos el punto de equilibrio ps en (9) y obtenemos que los valores propios

son )\1 = —p, )\2 = b?f]gp — d1 y )\3 = —dz.

Como las constantes p, a1, b1, d1, de y k son positivas, se tiene que \; < 0y A3 < 0.
Asi para el punto de equilibrio py se tienen tres casos:

I. Si A2 > 0, entonces el punto de equilibrio es hiperbdlico. Ademads es de tipo silla.
II. Si A2 =0, entonces el punto de equilibrio es degenerado.

ITI. Si A2 <0, es un punto de equilibrio atractor.

En la siguiente seccién analizaremos la dindmica en el punto de equilibrio ps.

4. Ciclos Limite en Modelos de Cadenas Alimentarias Tritréficas

La aproximaciéon lineal del modelo en el punto de equilibrio ps tiene los siguientes
valores propios.

_ 1 ) ,
Ay = 2ar(ar — di)k ( arbidy —bidi + ardikp — dikp £ \/Z) 7
agby (bidy + (—a1 + dy)kp)
- : 10
g * bidy — ba(ay — di)%k + by(ay + dy)kp (10)
donde

A = dy(—4aq (a1 — d1)*k(=bidy + (a1 — d1)kp) + di(a1(by — kp) + d1(b1 + kp))?).
Por lo que, a simple vista es imposible determinar la dindamica local cerca de este
punto de equiibrio, ya que estan involucrados demasiados parametros.

Frangoise y Llibre en el articulo [4] aplican el método del promedio de segundo orden
en el punto p3 y obtienen que, de este punto de equilibrio bifurcan tres ciclos limite
de amplitud pequena. Aqui, usamos la tecnica usada por ellos en el punto p4.
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4.1 Método del promedio aplicado en p4

Analizamos ahora la dindmica del punto singular ps. Este punto, no esta en la regién
de interés, ecologicamente hablando, sin embrargo matema&ticamente su dindmica es
de interés. La aproximacién lineal en este caso, tiene valores propios:

—d1d2 + \/(Tl\/CTQ\/ZlCL% — 4a2d2 + d1d2

A =
+ 20,2

_ a1b2d2 +
o= a2b1 — b1d2 p-

Para que se tenga la posiblidad de un ciclo limite, a través de una bifurcaciéon de
Hopf, es necesario que

40% —4asdy + dids < 0,

ya que asi, tendriamos que los valores propios A+ son complejos conjugados con parte

real Re(Ay) = — d21;lzz , de tal manera que al variar uno de los paradmetros de la parte
real, el valor propio complejo cruce el eje imaginario. Asi que hacemos,
—dy1ds
Re(\y) = ——= = &2,
(A+) Sy

Bajo las condiciones anteriores, y para aplicar la teoria del promedio debemos escribir
nuestro sistema diferencial (8) en la forma normal del promedio, es decir, en la forma
(6). Entonces necesitamos tomar

p=em,
donde m y [ son parametros arbitrarios. Asi, y despues de hacer diversas manipula-

ciones algebraicas, se obtiene que el modelo de cadena alimentaria tritréfica escrita
en la forma normal promediada es,

7 =eF11(0,7,w) + 2 Fio(0,7,w) + O(e%),
w' = eFor(0,r,w) + e Fay (0, r,w) + O(e3

~—

)

donde
Ry
o= L
11 TO7
To — RiT1
F12 = R2 0 2R1 )
T
Fy = W1 /Ty,

Fyy = (WoTy — WiTy) /T3,
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_ \/ia%bg _ aq 2\/5&1[)2[ \/il w2 _
Gled% \/§a2d1 bld%m dlm \/ib%m

Ri=w agd%lcose(

V2asw? asrw cos? _dyrw cos? 6  2a1bylsing N a?bym sin O
b%dlm b2 2b2 d1 a2d1

diw?sinfd  bidiw?sin®  6aslw?sind B 4agbilw? sin 0 B bydymw? sin 6

b2 albgk' me albgkm 2&1[)2]{51
dyw*sin 0 1 v asd?l 0sin 6
O V/2a2by\[asd2lr cos O sin g — LY 22T COSTINT
b2m a2b1d1 \@agdl
V aad2lrw? cos 0 sin 0 N V2+/agdilrw? cosfsind
V2b2 b3m
2v/2a2+/azd3lrw? cos § sin 0 N asr? cos? fsin 0 B di7r2 cos? 0sin N
b3dim by 2by
a?bymr sin? 0 _ 3dirw sin® 6 n 6aslrwsin® @ 3asdirw? sin? @ -
agdlw 262 bgm bgm
V2\/ayd3lr?w cos O sin? 0 N V aad?1r?w cos  sin” 0 B
b3l V2b2m
V2as+/ agd%ZTQw cosfsin?0  dyr?sin®0  3asdyr?w? sin® 0
b3d - N 3 -
2011 2bgy b2m
\/agd%lr?’w cos 0sin® 0 n asdir3w sin? 6
V231 bym ’
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2026321 a1bsl  a3bim a?bam w?
Ro =2 d2l 0 1v2 _ M2 - _
2 = V2y/axdii cos <a2b1d§+ wd? @b 2034 2asbs
w? 7 5byw? 7 3byw? B 3b,Pw? B 15a9b; 12w? -
bgdl 8&1(12[)2]4; 2a1b2d1k‘ 32a1a2b2km2 2a1b2d%km2
3b12w? B lw? S5aglw? 7 9lw? n
4a1b2d1km2 8a2b2m bgd%m 4b2d1m
3bylw? 9bq lw? bymw? _ w?t n asw* n
8a1a2b2km 2a1b2d1km 4a1a2b2kl 2b§’m bgmdl
2 .2 2 .2 272
9 agrw®cos® @  dirw cos®f | 2a7b5lm
Ir cos“ 6 — 2 203 +sinf| — W
312, 2 2
ajbsm 2a1bxlw  4dasl”w
21 — — —
28w Y T dm
a?bomw  dyw? B Saslw? B agdqw®
agbldl b% b%m bgm
a3b3m a?bym dw w

9/ azd2l cos Osin O — - -
rV2y/axdl cos fsin ( 2o 228w | Baghy | bads

lw Saslw _ 9lw L w73 B 3w’ 3asw?
8a2b2m bzd%m 4b2d1m 2bgl 2b§m b%dlm
2 d
wr? cos? O sin O —%—i——; + lrsin? 6 +
b3 b3
rsin2o| — a%bgm a{’b%mQ 5dqw? _ 16aslw? _ dasdiw?
azbid;  a3diw? 203 bim bym
1 2 3w? 3w? 3asw?
2 2 .2 2
2 d4lcos 0 — et = — —— —
r*V2y/axdil cosfsin <8a2b2 Y d T2 2dm b§d1m>
asr3cos20sin?0  dyr3 cos?Osin? 0 9 . 3.(2d1 8agl
5 3 +riwsin” 0 —5 — 53— —
b3 2b3 b3 bsm
6a2d1w2 3 . 3 3 1 as
—_— 2 d?lcosd 0 —4— —— + +—
im )T wV2y/azdil cos fsin 2031~ 28m  wdym )

3 . 4 dy dasdyw? \/a2d%lr cos  agdirsind
r°sin” 6 5 1 3 — T ,
2b3 bsm V2031 bym
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aiw  2axlw  agdiw®  \/azd3lwcosf
To =cosf| — — - =5
r mr bimr V2bsl

V2\/ardZlw? sin 0 (blm L bl Bagbl ko ak 3b1> N

bokmr 2a10  4aim  ardim 2 dq 2a1

2 2 Vasd?l 0
cos9sin9<a1 — azdaw 20317 €08 ) +

bsm V/2bsl
wsin? 0 \/agdfl B agﬂ\/azd%l B asdqr cosf
\/§me bzdlm b%m ’
T - w? cos B 2a1bsl atbam B @ bidy 6asl - 4asbql B
1 T d1w2 a2d1w2 bg albgk bzm albgkm
bldlm a2d1w2 2 \/i ’LU2
— d3l 0| — + ——
arbokl | Bm Vet eos O T ) T
wy/asd3lsin @ (ﬁa%bg a 2v/2a1 byl B V21 B w?
r agbld% ﬂQle bld%m dim ﬁb%m
V2a,w? . a%bgm asw  diw  6aslw  3agdiw?®
—55—— | +cosfsinf - = < -
b2d1m agdlﬂ) bQ b2 me me
2/ asd?l 0 2h 1 2
V2ya érwcos +v2 agd%lsinzﬁ il 22 - — @ —120
b2l a2b1d1 d1 2a2d1 b2m
2a9w? rw sinf  asrwsinf ras cos 0 sin® 0 1 3dyw? -
b%dlm 2b§m b%dlm b bom
ry/azdlcosf  dirw sin9)
V2ol bzm 7
by <8a2l2 —2dylm + dlmg)w2
W =
! 2a1boklm ’
2a1balw atbomw  aZbymr sin 0
Wy = ———
? bid; e agbyd; asbyd;

Debido a la complejidad de las funciones Fy1, Fio, Fo1, Foo, es imposible calcular las
integrales (7), atin con la ayuda del software Mathematica, lo que limita verificar la
existencia de ciclos limite de amplitud pequena en el punto ps. Dada esta complejidad
se realizan diversas simulaciones numéricas, y no se observa la presencia de ciclos
limite alrededor del punto ps. Aunque no se obtienen ciclos limite, se ve claramente
la complejidad de aplicar una técnica que en ocasiones resulta favorable y en otras

limita el analisis.

Ejemplo 1. Consideremos los valores de los pardametros p =1, k=1, a1 =5, ay =
0.1, by = 2, by = 2,dy = 0.3, do = 1. Entonces al hacer los cédlculos obtenemos que
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ps = (0,—2.22222,0.666667) y que los valores propios de la aproximacién lineal en
ese punto es
Ay = —1.5£0.670827, 1 = 6.55556

Lo que indica que tenemos un punto fijo cuya aproximacién lineal es repulsor en
forma de espiral y no se observa la existencia de ciclos limite.
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