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Resumen

Las ondas propagantes o viajeras deben de satisfacer la condicién de radiaciéon de
Sommerfeld, en este articulo presentamos la solucién fundamental de la ecuacién de
Helmholtz en coordenadas cilindricas circulares, que cumple con esta condicion. Asi
mismo realizamos la representacién correcta de este sistema de coordenadas
congruente con su definicién y caracteristicas.
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Abstract

The traveling waves must satisfy the radiation condition of Sommerfeld, in this paper
we present the fundamental solution of the Helmholtz equation in circular cylindrical
coordinates, that satisfying this condition. We also do the correct representation of this
coordinate system consistent with its definition and characteristics.
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1. Introduccion

En el estudio de la radiacidn electromagnética se tienen dos elementos fundamentales que permiten comprender
de forma apropiada este fendmeno fisico, el sistema de coordenadas tridimensional de referencia y la ecuacion de
onda que se utiliza para obtener las funciones que representan la propagacion de ondas. Para el caso del sistema
de coordenadas nos enfocamos exclusivamente al sistema cilindricas circulares, en de los mds conocidos vy
utilizados. Este es apropiado para el estudio de ondas electromagnéticas en una guia de onda cilindrica, modos de
vibracion de membranas circulares delgadas, modos transversales electromagnéticos en guias Opticas, solo por
mencionar algunas aplicaciones.

Para el caso de la ecuacion que describe la propagacion de ondas electromagnéticas es la ecuacidn escalar de
Helmholtz [1,2,3].

VZE+x*E=0 1)

, . . . w ,
donde E es en campo eléctrico, V? esel Laplaciano en las coordenadas espaciales x, yy z; x = - es el nimero de

onda, w es la frecuencia angular y c es la velocidad de la luz. Esta es una ecuacion diferencial parcial que resulta de
separar los componentes espaciales de la ecuacién de onda de la componente temporal, la dependencia temporal
tiene solucién armoénica e i, La ecuacién de Helmholtz es separable en once sistemas de coordenadas:
Rectangulares, Cilindricas circulares, Cilindricas Elipticas, Cilindricas Parabdlicas, Esféricas, Esferoidales Alargadas,
Esferoidales Achatadas, Parabdlicas, Cdnicas, Paraboloidales y Elipsoidales [3,4]. La utilizacién de estos sistemas
dependera de las caracteristicas geométricas del problema a tratar y de las condiciones de frontera, por ejemplo
para estudiar la propagacién de luz en una fibra dptica se utilizan las coordenadas cilindricas circulares, debido a la
forma cilindrica circular de la fibra.
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2. Sistema de coordenadas cilindrico circular

Los sistemas de coordenadas ortogonales pueden ser determinados por sus métricas h;, h, y hs, también llamados
factores de escala, que para el sistema de coordenadas cilindrico circular tenemos[4].

h, =1
hy =p 2)
h,=1

Para obtener las superficies asociadas al sistema de coordenadas ortogonales tridimensionales cilindricos
circulares, se toman como base las ecuaciones de conversién del sistema coordenado cilindrico (p,,z) con
respecto al sistema coordenado rectangular (x,y,z), que es el de referencia. Se tienen las siguientes ecuaciones
paramétricas [2,4,5]:

X =pcos¢e
y=pseng 3)
Z=2Z

Donde p € [0,), ¢ € [0,2r] y z € [0, ). Las magnitudes de las variables p y z estan dadas en unidades de
longitud y ¢ en valores angulares. Las superficies asociadas a este sistema de coordenadas vy su interseccion
univoca se presenta en la Figura 1, en a) se tiene la superficie para la coordenada radial p=cte, es un cilindro
circular cuyo radio depende del valor de p centrado en el eje vertical; en b) para @=cte tenemos medio plano que
gira alrededor del eje vertical y su posicién depende del angulo ¢; en c) para z=cte, un plano perpendicular al eje
vertical con un contorno circular, su posicién sobre el eje vertical depende del valor de z y en d) presentamos la
interseccion de las tres superficies, donde resaltamos el Unico punto de interseccidon que se mantiene para todos
los valores de las variables coordenadas[6].

http://revistas.ujat.mx/index.php/jobs ISSN: 2448-4997 35


http://revistas.ujat.mx/index.php/jobs

Journal of Basic Sciences, Vol. 2 (5), pp. 34-40, mayo-agosto 2016
T e s o

F BASIC SCIENCES

L APy —

Fig. 1. Sistema de coordenadas cilindricos circulares a) Superficie para p constante, b) Superficie para ¢ constante, c)
Superficies para z constante y d) Interseccidn de las superficies coordenadas|5,6].

3. Soluciéon fundamental

Ahora una vez que tenemos graficadas de forma correcta las superficies coordenadas, resulta mas claro visualizar
las soluciones para este sistema coordenado. La ecuacién de Helmholtz para este sistema coordenado es:

2 ( d 1 02 92 o
__p(ng)-l_;a_(sz-l_ﬁE-'_K E=0 4)

Al aplicar separacion de variables a esta ecuacidén obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales[7]:

d?R dR
pzd—p2+p5+ (Ktzpz +Tl2)R =0
2
%+n2¢=0 5)
d?z
—2+ K'gZ =0

Donde R, @ y Z son las soluciones a sus respectivas ecuaciones diferenciales ordinarias, ;> = k> — k2 y n es un
ndmero entero. La ecuacién con la variable ¢ tiene solucién e*™% , la ecuacién con la variable z tiene solucién
eT®z_ La primera es la ecuacién de Bessel y por lo tanto R tiene como soluciones las funciones Bessel de primer
tipo J,, las funciones de Bessel de primer tipo, no es la Unica solucién fisica [8]. La ecuacién de Bessel es una
ecuacion diferencial de segundo orden y por lo tanto también tiene otra solucidn, esta es la funcidon Bessel de
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segundo tipo, también llamadas funciones Neumann, N, que en ocasiones no es considerada por las
singularidades que presenta. Por lo tanto la solucidon completa es

Cl]n(p) + CZNn(p) (6)

Donde C; y C, son dos constantes arbitrarias, cada una puede ser una solucién, o una combinacién lineal de
ambas también lo es.Con la suma de estas soluciones se obtienen funciones Hankel de orden, H,,, las cuales son las
soluciones fundamentales de la ecuacidn de Bessel que representan ondas viajeras [8],

Hy(p) = Jo(p) + iN,(p)

HZ(p) = Ja(p) — iN,(p) (7)

Para comprobar la condicidn fisica de la solucidn, es necesario conocer el desarrollo asintético de la solucién, para
la funcidn Bessel tenemos [8]

(8)

Podemos ver que las soluciones de tipo J,, y N,, por si solas representan ondas estacionarias, similares al coseno y
seno respectivamente en las coordenadas rectangulares, esto se comprueba al colocar la solucién completa que
incluird la componente armodnica temporal.

H} representa ondas viajeras entrantes, y H2 representa ondas viajeras salientes. Es importante notar que H} y
H2 asintéticamente satisfacen la condicién de radiacién de Sommerfeld. La variable radial del sistema de
coordenadas circulares, corresponde a la superficie mostrada en la Figura 1, descrita por un cilindro circular
derecha.

La coordenada radial es py la funcién que permite representar las ondas propagantes en la funcién Hankel, que
en resulta de la suma de la funcidén Bessel con la Neuman imaginaria, y esta funcion satisface la condicion de
radiacion de Sommerfeld, su magnitud cuando tiende a infinito es cero[6].
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Fig. 2. Soluciones fundamentales de la ecuacidn de Helmhotlz en coordenadas cilindricas, a) funcidn Bessel de primer tipo J,,, b)
funcién Bessel de segundo tipo N, y c) Valor absoluto de la solucién fundamental[6].

Las funciones Hankel disminuye su amplitud a razon 1/\/5 lo que asegura que la funcion sera cero en el infinito,
esto es lo que les sucede en la naturaleza a las ondas electromagnéticas, entre mayor distancia viajen mas es la
atenuacion. Las soluciones de las otras dos coordenadas se les pueden atribuir otras propiedades fisicas como la
cantidad de momento angular a la coordenada ¢ o la cantidad de momento lineal a la coordenada z. A pesar de
ser independientes matematicamente las tres variables, fisicamente las relaciona la contante k que es la
magnitud el vector de propagacion [6]. Estas soluciones tienen muchas aplicaciones, resaltan en el estudio de la
propagacién de haces opticos en fibras dpticas, y los novedosos haces sin difraccion, que son una buena
alternativa en las comunicaciones dpticas inaldmbricas.

3. Haces Bessel adifraccionales

Durnin et al demostrd las caracteristicas adifracionales de los haces Bessel, es decir, que en condiciones ideales la
propagacién de estos haces se lleva a cabo sin cambios en la distribucién de intensidad [9]. las aplicaciones de
estos haces pueden ser en comunicaciones inaldmbricas, conexiones épticas, maquinado laser, entre otros.

La solucion fundamental completa, incluyendo la parte temporal queda de la siguiente manera [10]

E(P’Z' t) = UO(Kpp) + iNO(Kpp)]ei(kzz_wt)

E(p,2,) = Uo(ipp) — iNo(iepp)e ez ©)
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En la Figura 3 presentamos un haz de dptico con una longitud de onda de 632 Nm que corresponde a un laser de He-Ne
con un perfil Bessel de orden 0, con magnitud unitaria que se utiliza como funcion inicial, para la simulacion de propagacién de
onda. Empleando el método numérico de diferencia finitas para la discretizacion de la aproximacién paraxial de onda, se
presentan en la Figura 4 los perfiles transversales de la amplitud del haz Bessel durante la propagacion, el cual aprecia la
caracteristica adifraccional de estos haces[10].

|

06+

Fig. 3. Haz Bessel J, 6ptico para una longitud de onda 632 Nm y una apertura circular de 5x10~3mts de diametro.

-5 0 Distancia

Seccion transversal

Figura 4: Seccidn transversal durante la propagacion del Haz Bessel de longitud de onda 632 nm

X. Conclusiones
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La representacion apropiada de los sistemas de coordenadas y en el caso particular del sistema de coordenadas
cilindricos circulares, permiten comprender de forma clara la forma en que las soluciones fundamentales se
relacionan con los frentes de onda, ademas los haces Bessel de primer y segundo tipo por si solos representan
ondas estacionarias, la suma de ambos con imaginario el de segundo tipo, son los que representan ondas
propagantes. Los haces Bessel ademas con las condiciones apropiadas de frontera tienen caracteristicas
adifraccionales
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