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Resumen

Este trabajo trata sobre la aplicacién del método de Newton para resolver un
problema de busqueda en linea asociado con la minimizacién de un funcional
definido en el espacio de Hilbert I.2 (0; 1), con T un tiempo final dado. El
funcional estd asociado con un problema de control de un circuito de 3 juntas de
Josephson modelado por un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales dependientes del tiempo. El problema de control se puede resolver con el
método de gradiente conjugado, dentro del cual se deben resolver problemas de
busqueda en linea como el descrito en este trabajo y para el cual se describe tanto
el caso continuo como su version discreta. Para discretizar el problema, las
funciones en 12 (0; T) se aproximan por funciones lineales por pedazos y los
sistemas diferenciales ordinarios se resuelven con un método de Euler semi-
implicito.
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Abstract

This work is about the application of Newton method to the solution of line
search problems associated with the minimization of a functional defined in the
Hilbert space L2 (0; T). This functional is associated with the control of a circuit of
three Josephson junctions modelled by a system of three nonlinear ordinary
differential equation depending on time. The control problem is intended to be
solved by a conjugate gradient algorithm which involve line search problems
similar to the problems described in this work and for which the continuous
version as well as the discrete version is included. In order to discretize the line
search problem, the functions in I2? (0; 1) are approximated by piece-wise
continuous functions and the ordinary differential equations are solved by a semi-
implicit Euler method.

Keywords: Optimization, Control, Hilbert, Euler, Semi-implicit.

1. Introduccién

En optimizacién, la estrategia de busqueda en linea es uno de los enfoques iterativos basicos para
encontrar un minimo local v* de una funcién objetivo f: R™ = R. El enfoque de busqueda en linea
primero encuentra una direccién de descenso a lo largo de la cual la funcién objetivo f sera restringida
y entonces se calcula el tamafio de paso que determinara qué tan lejos v debe moverse a lo largo de esa
direccion. Este tamafio de paso estd asociado con un minimo local de la restriccion de f a la recta
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de busqueda. Al problema de encontrar este tamano de paso se le llama un problema,
de busqueda en linea, es decir, es un problema de minimizacién con restricciones de

la forma
Min f(v) (1)
sujeto a v =u — pw,Vp € R;u,w € R",

que también se puede escribir como
Minyer f(u — pw). (2)

Aqui la recta de busqueda es la recta que pasa por u y tiene (por conveniencia,
para nuestras posteriores aplicaciones) la direccion —w. Como ya se dijo, una de las
areas donde surgen problemas de bisqueda en linea son los métodos iterativos para
minimizar localmente una funcién f : R” — R sin restricciones. En cada iteracién
i debe resolverse un problema de bisqueda en linea de la forma (2), para u y w
conocidos. Si denotamos con p; a la solucién del problema de busqueda en linea de
la iteracion i, se toma a v; = u — p;w como la nueva aproximacién para el minimo de
f. La solucién de los problemas de biisqueda en linea se puede aproximar por una
variedad de métodos numéricos [2], entre ellos el método de Newton. Si definimos
g(p) = f(u — pw) entonces la solucién del problema (2) es equivalente a la solucién
del problema en R

Minyer g(p)- 3)

Para resolver este problema buscamos los valores donde la derivada de g se hace cero,
es decir, resolvemos (por Newton) la ecuacién

g'(p") =0. (4)
Tenemos que
9'(p) = —Df(u— pwsw) = =V f(u— pw) - w (5)
asi que por comodidad definimos
H(p)=—3g'(p) = Df(u— pw;w) = V f(u — pw) - w (6)
y resolvemos la ecuacion
H(p") =0, (7)

para lo cual, dada una aproximacién inicial pg, se construyen sucesivas aproximaciones
de acuerdo a
H(pi)

Pi+1 = Pi — H(p)

En este trabajo aplicaremos el método de Newton a un problema de busqueda en
linea donde los elementos u y w son conocidos pero pertenecen al espacio de Hilbert
L2,

,i=0,1,2, ... (8)

Los problemas de biisqueda en linea en que estamos interesados aqui son del tipo

P )
J(u— pw) < J(u — pw),Vp € R,
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con u y w fijos en L?(0,T), y donde (con k > 0y ||.|| la norma euclideana canénica)
T
1 2 k 2
I =1 [var Sy -y (10)
0

y la funcién vectorial y = {y1,¥2,¥ys} es la solucién del siguiente problema de valor
inicial que modela la dindmica de un circuito de tres juntas de Josephson acopladas
inductivamente, [1]:

’71% +"{1(y1 _y2) +Sinyl = il + v, en (O7T)a

Vz‘% +r1(y2 — 1) + K2(y2 — y3) +sinys =iz, en (0,7), 1)
73(%3 + r2(ys — y2) +sinys = i, en (0,7,

¥(0) = yo.
En [1] y en [5] se dan los siguientes valores factibles para los pardmetros involucrados
en este sistema:
M =07,y =11, 53 =07, i1 =1, in = 0.8, i5 = —1, (12)
K1 = Rg = 0.1. (13)

. En (10)-(11), yo y yr son estados inicial y final conocidos, respectivamente.

1.1 El problema de minimizacién global y el diferencial de J

El problema de minimizacién global o sin restricciones asociado con los problemas de
buisqueda en linea es

J(v*) < J(v),¥v € L*(0,T), (14)

{ v* € L?(0,T),

El problema (10)-(11)-(14) corresponde a un problema de control cuyo objetivo

es llevar la dindmica del sistema del estado yg al estado yr. Este tipo de proble-

mas de control pueden resolverse usando un algoritmo de gradiente conjugado como

los discutidos en el Capitulo 2 de [3] y el Capitulo 3 de [4], donde también se men-

ciona el concepto de Frechet-diferenciabilidad adecuado para minimizar funcionales
en espacios de Hilbert y la prueba del teorema mencionado a continuacion.

Definicién. Sea V un espacio de Hilbert. Un funcional J sobre V es Frechet-
diferenciable si, para todo v,w € V, existe DJ(v) € V', la derivada o el diferencial
de J en v, tal que

J(v+w) = J() = (DJ(v),w) + [|[we(v, w), (15)

con {(.,.) denotando par de dualidad, y €(v, w) tendiendo a cero cuando |Jw|| tiende a
cero. Similarmente, J es Gateaux-diferenciable sobre V si Vv, w € V existe DJ(v) €
V' tal que

J(v+ tw) — J(v) = t(DJ(v),w) + te(t, v, w), (16)

y €(t,v, w) tendiendo a cero cuando ¢ tiende a cero.

Teorema. Si J es Frechet-diferenciable en V', entonces

= J es continuo.
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= J es Gateaux-diferenciable.

= Si J tiene un minimo en v*, entonces DJ(v*) = 0.

Si p = {p1,p2,ps} se define como la solucién del siguiente problema (sistema
adjunto):

cos Y1 0 0
—I“fl—lt’ + Kp + 0 CoS Y2 0 p=0,en (0,7), (17)
0 0 COs Y3

Ip(T) =k(y(T) — yr).-
entonces el diferencial del funcional J considerado en este trabajo estd dado por
DJ(v) = v+ p, (18)

ya que podemos identificar a L? con su dual.

2. Metodologia

2.1 Resolviendo (9) con el método de Newton

Definiendo
9(p) = J(u — pw), (19)

tomando en cuenta la definicién de J y por (15) (regla de la cadena) tenemos que

(p) = 5-0u = pu) = = (DI{u = pu).w). (20)
Definimos H : R — R por H(p) = —¢'(p), o sea
H(p) = (DJ(u— pw), w). (21)
Supongamos que p, es solucién de (9). Se sigue entonces que

H(p.) =0, (22)

y escribimos por el momento

H(p) = —(D*J(u — pw)w,w). (23)

Dado p° (p° = 0 parece ser una buena opcién en este contexto) , para m > 0 la
solucién por el método de Newton para (22) queda

Pl =p" = : (24)

0 mas explicitamente

(DJ(u — pw),w)
(D2J(u — pw)w,w)

m—+1 _ ,m

(25)
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Como estamos trabajando en L2(0,T), donde los pares de dualidad coinciden con los

productos interiores, podemos escribir

T
H(p) = /0 DJ(u — pw)w dt;

con
DJ(u — pw) = u — pw + p1p.

donde p;, se obtiene resolviendo el problema

- diﬁﬂ + Kk1(y1p — y2p) +sinyy, =iy +u — pw, en (0,7),
d . .
Y2+ w1 (Y2p — Y1p) + K2(Y2p — Yap) +sinyz, = iz, en (0,7),
1 . .
’73‘2? + ﬁz(y?,p — yzp) +sinys, = i3, en 0,7).
¥,(0) = yo.
y luego el problema
COS Y1p 0 0
7I‘d$,ﬂ +Kp, + 0 COS Y2y 0 p,=0, en (0,7),
0 0 COS Y3,

I'p,(T) =k(y,(T) = y7).

(26)

(27)

(28)

(29)

Solo falta calcular H (p) = %. Esto es casi directo, ya que por la definicion de H
(v por la regla de Leibnitz para derivar integrales que dependen de un pardmetro)

tenemos

1) = [ lw iy .

donde p, , se obtiene resolviendo el problema

= _ CoS Y1, 0 0 _ —w
~I¢ + Ky, + 0 COS U2y 0 y,= 0 en (0,7),
0 0 COS Y3, 0
¥,(0) = yo.
(30)
y luego el problema
0 . CoS Y1, 0 0 .
—F% +Kp, + 0 oS Y2, 0 p,=
0 0 Cos Y3,
Yip8inyi, 0 0 (31)
0 Yo, SN Y2, 0 Py, en (0,7),
0 0 Y3, Sinys,
Tp,(T) =ky,(T).

2.2 Discretizacion del problema (14)

Usaremos la notacién y" = {y”}3_; para especificar el valor discreto de la funcién
vectorial y al tiempo nAt; similarmente, u" denota el valor discreto de la funcién u
al tiempo nAt¢. Aproximamos (14) por
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v* € RV,

{ JAf,(V*) < JAt(V),VV c RN, (32)

donde At = T/N con N un entero positivo ”grande” y el funcional de costo J2! es
definido por

]\T
At s k
I (v) = > Z [v"” + §||YN —yrll?,
n=1

con v = {v"}_; vy {y"}\_, obtenido de v y yo a través de la siguiente variante
discreta de (11):

¥’ = yo, (33)
ypara n=1,.....N
gyl sin y;L_l i1 + "
FT + Ky"+ | singy™! | = ig en (0,7).
sinyg_1 i3

Si en RY consideramos el producto interior

n=1

N
(v,w)ar = Ath"w", v ={o" N w ={w" ), e RY,

n=1

y definimos {p"},]:fill como la solucién del siguiente problema adjunto:
rp™* = k(y™ —yr), (34)
N N+1
p—-p N
r Kp" =0 35
A TEP ; (35)

yparan=N—1,...,1:

p’— pn+1 COs y'f 0 0
~——— + Kp" + 0 cosyy 0 p"tt=o, (36)
At n
0 0 cos Y5
entonces
DJ™(v) = {v" +pi}L. (37)

Los problemas de busqueda en linea asociados con el problema finito-dimensional
(32) son del tipo

JA (= pow) < JA(u—pw),Vp €R,
con uy w fijos en RV,
3. Resolviendo (38) con el método de Newton
Si p« € R es solucién de (38), entonces p, es un cero de la funcién
N
H(p) = Aty [(u" = pw") + pi,Ju", (39)
n=1
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dond V1 se define calculando la sol N |
on e{p ! se define calculando la solucién {y }n L {(ylwyzp,ygp)}n:1 e
Yy = Yo
paran = 1,...., N resolver
. sin g ! i pu (10)
FM%-Kyp smygp L) = 0 ,
sinys, -t 0

N+1 N+1 oo
y entonces resolver para {pj} = {(p},Ps,,p5,)} _, el sistema

Fp;v+1 — k( N _ YT)
Fipp “B +Kpp =0,
para n = N —1,...., 1 resolver

n+1
P pp + Kp! (41)

cos yi, 0 0
+ 0 cos ys, 0 p,'=0.
0 0 cos Yy,

Para resolver la ecuacién H(p,) = 0 con Newton se requiere el conocimiento de H(p):
observando (39) concluimos que

N

H(p) = Ay [~u" + py Ju", (42)

n=1

.n
con p;, obtenido al diferenciar (40) y (41) con respecto a p, esto es, al resolver para
.n

Yo
.0
y,=0,
paran =1,...., N resolver
1
g . cos y’fp L — —w" (43)
F%JrKyp cosy2p y, = 0 ,
cos ygp 0
.n
y luego resolver para p,, :
. N+1 )
P T
Fip/’ 2 4 Kpp =0,
para n = N —1,...,1 resolver
.n .n+4l
Fp/) pp + Kp
cos Yy, 0 0 g1 (44)
+ 0 COS Y3, 0 p, =
0 0 cos ys,
.n . n
Y1,8inyy, . 0 0
0 Yo, SN Yy, . 0 pz—H
0 0 y3ﬂ sinys,
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Con esto podemos ya aplicar Newton para resolver (38): Dado p° (p° = 0 parece
ser una buena opcién en este contexto), iterar con

m—+1 — pm _ H(pm) )
H(p)

Usamos el criterio de paro abs(p™*! — p™)/abs(p™ ') < e, para e mayor que cero
dado.

0 (45)

4. Resultados

4.1 Ejemplo 1

En este ejemplo tomamos u(t) = 0 y w(t) = DJ(0). El diferencial de J en v = 0 es
dado analiticamente por DJ(v) = v + p1, pero debe aproximarse numéricamente ya
que no conocemos la solucién exacta de p;. Para esto debe resolverse numéricamente
(11) y luego (17) 6 (33)-(36). Las gréficas de v y w = DJ(0) se muestran en la Figura
1. Tanto para las aproximaciones de u y w como para las iteraciones de Newton
(calculando H y su derivada con (39) y (42)) se tomaron los valores siguientes:

= T =11.0.
= 0 =0.0.
= k& = 10000.

» AT = 1.0/500.0.
= ¢ =1.0e—4.
" yo = [1.2514;0.7456; —0.9753).
" yr = [7.4207;6.4958; —0.3236].
En 9 iteraciones se obtuvo el valor p, = 0.25582903. La grafica del funcional J
restringido a la recta v = u — pw se muestra en la Figura 2.

La derivada con respecto a p de la restriccion de J a la recta v = u— pw se muestra
en la Figura 3.

4.2 Ejemplo 2

En este ejemplo tomamos u = texp(—t) y w = exp(—t)/10. Las graficas de u y w
se muestran en la Figura 4. Tanto para las aproximaciones de u y w como para las
iteraciones de Newton se tomaron los valores siguientes:

= T = 20.0.

= p¥ = —-10.0.

» k= 1/10000 = le — 4.
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25 —ut)| 4
—w(t)

Figura 1. Funciones u(t) y w(t) para el ejemplo 1. Dadas estas funciones, se minimiza sobre
p el funcional J(u(t) — pw(t)).

800 T T T T T T T

700

600 - J

J(u-pw)
o
1<)
3
1

300 8

200 \ b
100 |+ \ / -

Figura 2. Funcional J(u(t) — pw(t)) para las funciones u y w que se muestran en la Figura 1.

= AT =1.0/500.0.

= c=1.0e—4.

" yo = [1.2514;0.7456; —0.9753].
" yp = [7.4207;6.4958; —0.3236].

En 2 iteraciones se obtuvo el valor p, = 5.01000653. La grafica del funcional J
restringido a la recta v = u — pw se muestra en la Figura 5.
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Figura 3. Derivada con respecto a p de J(u(t) — pw(t)) para las funciones v y w que se
muestran en la Figura 1.

1 w . :

—texp(-t)
—exp(-t)/10

0.4r 1

0.21 \ 1

0 5 10 15 20

Figura 4. Funciones u(t) = texp(—t) y w(t) = exp(—t)/10 para el ejemplo 2. Dadas estas
funciones, se minimiza sobre p el funcional J(u(t) — pw(t)).

La derivada con respecto a p de la restriccién de J a la recta v = u— pw se muestra
en la Figura 6.

5. Conclusiones

No contamos con un ejemplo para el cual se conozca la solucién exacta, asi que
nuestra validaciéon se basa en el desempeno del método en ejemplos como los dos
mostrados, dado que es posible tener una visualizacién suficientemente detallada del
funcional J restringido a la ”"recta” que pasa por u y tiene direccién w. De acuerdo
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Figura 6. Derivada con respecto a p de J(u(t) — pw(t)) para las funciones v y w que se

muestran en la Figura 4.

a estos ejemplos se puede concluir que el método de Newton produce resultados
excelentes. En este trabajo no era el objetivo comparar el método de Newton con otros
métodos, sino verificar que este tipo de problemas se pueden resolver aceptablemente
utilizando el método de Newton; sin embargo en trabajos futuros esperamos hacer

tal comparacién, por ejemplo, con los métodos que no utilizan derivadas.
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