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1. Introduccién

Una de las caracteristicas mas notables de la vida en nuestro planeta es la gran
diversidad de aspectos y habitos que tienen los organismos que la componen.

En la tierra existe un conjunto de factores selectivos que han influido enormemente

en la evolucion de los seres que la habitan. Por esta razén ninguna especie puede vivir
aislada de las otras, ni de los individuos de su misma especie. Lo anterior da origen a
un sinnumero de relaciones entre los distintos organismos que coexisten en unidades
integradas y las cuales reciben el nombre de comunidades biéticas.
La seleccién natural (lucha en donde sobrevive el que tiene caracteristicas més apropi-
adas para las circunstancias) ha conducido al establecimiento de grupos de especies
que coexisten con un minimo de competencia y explotandose al mismo tiempo unos a
otros para sobrevivir. El resultado de estas luchas entre organismos ha originado las
relaciones depredador-presa. La depredacién comprende el uso de una especie llamada
presa como alimento, por parte de otra llamada depredador.

De este modo una de las tareas de la Ecologia es el desarrollo de una teoria que
permita comprender la organizaciéon de las comunidades. Lo que significa entender
las causas de la diversidad y los mecanismos de interaccién, o bien conocer la relacion
entre los mecanismos de iteraccién de las especies y el comportamiento en el tamano
de poblacién a lo largo del tiempo. Es por eso que a través de numerosos estudios y
observaciones, los ecélogos han ido afinando sus teorias para explicarse el fenémeno

de la biodiversidad.

Para estudiar estos comportamientos la ecologia se ha apoyado del uso de modelos
matematicos que permiten simular la evolucién en el tamano de una poblacién y la
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interacciéon con otras, a lo largo del tiempo, variando la tasa de reproduccién, de
captura y de mortalidad, entre otras.

Uno de los modelos que ha sido la base para las propuestas actuales en sistemas
depredador presa es el modelo de Lotka Volterra.

T = 1T — axy, (1)
Yy = —ey+ Py

Este sistema modela el comportamiento de la poblacién presa x ante la presencia
de una poblacién depredadora y. Suponiendo que la poblacién presa en ausencia de
la poblacién depredadora crece exponencialmente y que la poblacién depredadora en
ausencia de la presa decrece exponencialmente. En general un modelo depredador-
presa tipo Lotka-Volterra con densidad de la presa z y densidad del depredador y, es
cualquier sistema cuadratico de la forma:

@ =a12”° + asay + azy® = F(z,y),
§ = biz® + bowy + bsy® = G(z,y).

Estos modelos han sido estudiados en las iltimas décadas, gracias a la riqueza
que se tiene desde el punto de vista dindmico y porque constituyen una base para la
modelacién del crecimiento de poblaciones.

La debilidad de esta familia es que no se considera una cota en el consumo que
hace el depredador de la presa, ni el control del beneficio que recibe el depredador al
consumirla. Quien introduce como elemento importante de los modelos matemaéticos,
la cantidad de presa devorada por el depredador por unidad de tiempo, es Holling, a
esta cantidad le da el nombre de respuesta funcional y da lugar al nacimiento de una
nueva generaciéon de modelos (tipo Gause), los cuales tienen la forma,

&= r(@) - flz)y,
v o= (9(@) —py. ®

En este sistema (2), r(x) representa el comportamiento de la presa en ausencia
del depredador. A la funcién g(z) se le llama respuesta numérica y mide el beneficio
que obtiene el depredador de su presa, u es la tasa de mortalidad del depredador y la
funcién f(x), es la respuesta funcional, representa la cantidad de presas que devora
cada depredador por unidad de tiempo.

En este trabajo se presenta el andlisis de la dindmica local de un modelo depredador
presa que considera una respuesta funcional tipo Crowley-Martin y se hace un anéli-
sis numérico de las bifurcaciones que se observan al mover algunos pardametros del
modelo.
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2. Explicacion del sistema de ecuaciones asociado al modelo

Si en el sistema depredador presa (2) se considera r(z) de tipo logistico y una

respuesta funcional,
axy

(1+bx)(1+cy)

tipo Crowley-Martin, la cual supone que los depredadores tienen un limite de saciedad
vy que hay interferencia entre ellos, se obtiene el siguiente sistema

fl@,2) =

ay

b= (00D Tt )

. ( ~yax 7 D) "
(14 bx)(1 4+ cy)
Aqui se tiene que:
x es la poblacién presa.
y es la poblacion depredadora.
« es la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacién x.

k es la capacidad del medio, es decir, es el limite hasta donde puede crecer la
poblacion x.

a y b son pardametros que miden los efectos de la tasa de captura y el tiempo de
manejo respectivamente sobre la tasa de ingestion.

c es una medida del efecto de la interferencia entre los depredadores sobre la tasa
de captura

D es la tasa de mortalidad de z.
~ mide el beneficio que recibe el depredador al comerse a su presa x.

En el sistema (3) el nimero de pardmetros puede disminuirse al realizar las sigu-
ientes sustituciones;

bxr =X, cy =4, bk = K,

ol

De este modo obtenemos el sistema (4):

« = (o) - anea) ¥
7 = (aroues )%
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De aquf en adelante vamos analizar la dindmica del sistema (4).

3. Puntos de Equilibrio

Para comprender la dindmica del sistema calcularemos los puntos de equilibrio del
sistema 4. Para ello hacemos X = 0y Z = 0. Las soluciones triviales del sistema son
(0,0) y (K,0). Sin embargo, es posible detectar otras soluciones, haciendo un andlisis
del comportamiento de las isoclinas del sistema.

3.1 Determinacion de las isoclinas para la primera ecuacion del sistema

Para determinar la existencia de otro punto de equilibrio analizaremos las inter-
secciones de las curvas definidas por (5) y (6).

a(1-X
7 = 2UZR)u (5)

Zz(ujif()[,fl). (6)

Para hacer el anglisis de la primera ecuacién, observamos que Z de (5) puede
escribirse como una composicién de dos funciones Z = F(G(X)), donde

FY) = (7)

Observemos que:

lim F(Y)=—1y lim F(Y) = occ.

Y —o0 Y =3~

Por lo que las asintotas de F(Y) estdn en Z = —1y Y = 3. Por otro lado si,

K-1
Xo=—5—
Como
G(0) = a,
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G(Xo) =0,

. -9
G(Xo) = 70‘ <0,

G tiene un maximo en Xj. El arreglo de curvas determinadas por las funciones en
(7) v (8) se muestran en las figuras 1 y 2, respectivamente.

104

Figura 1. Gréfica de F(Y).

Figura 2. Gréfica de G(X).

Por comodidad llamaremos Y, al valor critico de G, esto es,

K—-1  «ofK+1)?

Yo = G(—5—) = =

Para comprender el comportamiento de la composicion de estas dos funciones,
hacemos la comparacién entre Y., v la asintota que pasa por 8 de la funcién (7)
para esto dividiremos el andlisis en tres casos.

Caso 1 Si Y. < 3, entonces la gréafica que resulta de F' o G se muestra en la figura 3.

Caso 2 Si Y, = (8 entonces la grafica que resulta de F' o G es la que se muestra en la
figura 4.
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Caso 3 Cuando Y. > 3 se tienen dos subcasos.

3a Sia > B la grafica de la composicion tiene un arreglo como se muestra en la figura
5.

3b Sia < flagrafica de la composicién tiene un arreglo como se muestra en la figura
6.

Figura 3. Caso 1: Y < f.

Figura 5. Caso 3a: a > (.
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Figura 6. Caso 3b: a < f.

3.2 Determinacion de las isoclinas de la segunda ecuacién del sistema

Para determinar las isoclinas, observemos que en la ecuacién (6), Z = 0 si,

oX 14X o o D
1+ X)D X D S 0-D’

Por otro lado, como;

, 0X 6—D
lim (————-1)= ——,
X—oo (14 X)D D
tenemos que la asintota horizontal pasa por el punto ‘5*713 y la asintota vertical
estd en X = —1. De aqui tenemos que si § — D < 0 las ramas de la hiperbola no

entran en el primer cuadrante y por lo tanto no estamos interesados en el caso § < D.

Por otro lado la funcién (6) es monétona creciente ya que,

Asi cuando 6 > D una rama de la hipérbola entra al primer cuadrante como se
muestra en la figura 7.

Figura 7. Curva de interés, cuando § > D
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Del anélisis de las configuraciones de curvas que se obtienen de las ecuaciones (5)
y (6) se concluye que hay al menos un punto de equilibrio en el cuadrante positivo,
cuandoé_%<Ky57D>0.

En resumen tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Si ;25 < Ky d— D >0, entonces el sistema (4) tiene al menos un

punto de equilibrio no trivial en el cuadrante positivo.

En general podemos tener hasta cinco puntos de equilibrio de los cuales dos son
triviales.

4. Caélculo numérico de puntos de equilibrio no triviales

En esta seccién mostraremos numéricamente que existen valores de los parametros

donde es posible obtener méas de un punto de equilibrio no trivial. Para los calculos
nos apoyaremos de MAPLE.
Para comprender mejor el sistema (4) y hacer su andlisis fijaremos 5 pardmetros y
variaremos uno de ellos. En las siguientes secciones daremos los resultados obtenidos
en MAPLE al hacer estas variaciones y en particular mostraremos los parametros donde
existen cambios en el nimero de puntos de equilibrio.

4.1 Variacion de los parametros § y D

En esta seccién los pardmetros que vamos a variar son 6 y D. Al variar cualquiera de
estos pardmetros vamos a calcular numéricamente los diferentes puntos de equilibrio.

4.1.1 Variacién del parametro 6.
Fijemos el valor de los siguientes parametros.

8 =18, K =5 D =0.5,a =0.9y dejemos libre el pardmetro §. Al variar los
valores de § y hacer los calculos con MAPLE se obtiene lo siguiente:

= Si ¢ € (0,0.8) entonces no hay puntos de equilibrio mas que los triviales y si § €
(0.8,4.49) existe un punto de equilibrio no trivial.

= Si § =2 4.49624 existe una intersecciéon donde las curvas son tangentes por lo que se
tienen dos puntos de equilibrio no triviales pero si § € (4.49624, 7.55659) existen tres
puntos de equilibrio no triviales.

» Si § = 7.55659 nuevamente existe una interseccién donde las curvas son tangentes
y hay dos puntos de equilibrio no triviales, si § > 7.55659 entonces se tiene un solo
punto de equilibrio no trivial.

Observemos que el parametro  mide la eficiencia total del aprovechamiento de la
presa, en términos de la produccién de biomasa de la presa «, la tasa de conversién
vy la saciacion del depredador b. Asi que cuando ¢ crece pasamos de tres a un punto
de equilibrio.
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4.1.2 Variacién del parametro D.

Ahora fijamos el valor de los siguientes parametros:

B=18 K =50 =2 a=0.9. Al variar el pardmetro D y realizar los calculos con
MAPLE se obtiene que:

= Si D € (0,0.13233) solo hay un punto de equilibrio no trivial.

Si D = 0.13233 existe una interseccién donde las curvas son tangentes y se tienen
dos puntos de equilibrio como los que se muestran en la figura 11. Pero si D €
(0.13233,0.224079587) se tienen tres puntos de equilibrio no triviales.

= Si D 22 0.224079587 se tiene, nuevamente una interseccién donde las curvas son tan-
gentes y se tienen dos puntos de equilibrio no triviales como se muestra en la la figura
9. Si D € (0.224079587,1.61) nuevamente hay un punto de equilibrio no trivial.

Fijando los parametros g = 1.8, K = 5, D = 0.5, « = 0.9 y variando é 6 bien
si fijamos 8 = 1.8, K =5, =2, a = 0.9 y variamos D, las configuraciones que se
tienen corresponden al caso 1 con todos sus posibles puntos de equilibrio las figuras
se muestran en: 8, 9, 10, 11 y 12.

Figura 8. Caso 1, con =18, K =5, D=0.5,a=09y § =0.8.

Y

Figura 9. Caso 1, con § =1.8, K =5, D =0.5, « = 0.9, 0 = 4.49624.
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Figura 10. Caso 1, con =18, K =5, D=05,a=09yd =5

Figura 11. Caso 1, con f=1.8, K =5, D =0.5, «a =0.9 y 6 = 7.55659.

Figura 12. Caso 1, con § =1.8, K =5, D =0.5, a =09 y § > 7.55659.

Para obtener las configuraciones, de los otros casos es necesario elegir los valores
de 8, K, D y « de tal manera que se cumplan las condiciones citadas en la seccién
3.1. Como las condiciones no dependen de ¢, ni del parametro D, al mover alguno de
estos nos mantenemos en la configuracion que se eligié.

En las diferentes configuraciones correspondientes al caso 2 tomamos § = 1.8,
K =5,0 =2, a =1y variamos D obteniendo los arreglos de curvas mostrados en las
figuras 13, 14 y 15. De igual manera podemos fijar 3 =18, K =5, D =05, a=1y
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variar § obteniendo tres arreglos semejantes a los anteriores.

Figura 13. Caso 2, con =18, K =5,d=2, a=1y D = 0.8889

q

Figura 14. Caso 2, con § =1.8, kK =5, =2, a=1y D = 0.1667

Figura 15. Caso 2, con f =1.8, K =5,6 =2, a=1y D < 0.6667.

Para el caso 3a) fijamos § = 1.8, K =5, § = 2, « = 3 y variamos D. En este
caso se tiene un punto de equilibrio no trivial independientemente del valor de § o D.
Dicha configuracién se muestra en la figura 16:

Por tltimo para el caso 3b) fijamos § = 1.8, K =8, § =2, a = 1 y variamos D.
O bien fijamos 8 =1.8, K =8, D =0.5, « = 1 y variamos J.
Las configuraciones de curvas que se obtienen las podemos observar en las figuras 17,
18 y 19.

Notese que en el caso 2 y el Caso 3b a diferencia del Caso 1 una vez que tenemos
tres puntos de equilibrio ya no disminuyen.
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%

Figura 16. Caso 3acon =18 K=5,§=2,a=3y D =0.7.

Figura 17. Una interseccién en el caso 3b donde § =1.8, K =8,§ =2, a =1y D = 0.8126.

Figura 19. Tres intersecciones en el caso 3b siendo § =1.8, K =8, =2, a=1y D =0.13.

5. Dindmica local de puntos de equilibrio

Para comprender la dinamica local de los puntos de equilibrio, nos apoyaremos
en el teorema de Hartman-Grobman por lo que es importante calcular la matriz
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jacobiana del sistema (4). Denotemos por

(K—2X) _ 57 —BX
Acn(X, Z) = ( “TE SN2 T 00+7) > _
TFX)* (1+2) a7z — P

A la matriz jacobiana del sistema (4).

2
5.1 Puntos de equilibrio cuando “EF+D~ g

Para tener el caso 1 los pardmetros fijos que utilizamos son: a = 0.9, K = 5,
B =18y d =2 mientras que D varia.

Para ver la dindmica local cuando hay mas de un punto de equilibrio no trivial
mostraremos un acercamiento del retrato face en cada punto de equilibrio, y llamare-
mos p1, pe y p3 segun la cercanfa con el eje (0,0) es decir el més cercano al (0,0)
sera pi.

» Andlisis del caso 1) con un solo punto no trivial

Con D = 1.25.

El tinico punto no trivial que tenemos es:

1. p1 = (4.5723,0.31287).

Ae(pr) = ~0.7598 —0.8569
eMiPr) =1\ 00154 —0.2979 )’

los valores propios en este caso son Ay = —0.7294 y A2 = —0.3284, por lo tanto el
punto (4.5723,0.3129) es un nodo estable.

Recordemos que los puntos de equilibrio triviales (0,0) y (k,0) son puntos silla, el
retrato fase para este caso se muestra en la figura 20.

» Andlisis del caso 1) con dos puntos no triviales
Tomemos D = 0.2224 y denotemos a los puntos de equilibrio por p; y p2

1. p1 = (0.6397,2.5084) y

Aos(pr) = 0.1911 —0.0571
eMPL) =1 95311 —0.1590 |’

los valores propios de Acar(p1) son A1 = 0.0331 y A2 = 0.0011. Como los valores propios
son casi cero y estamos en el caso donde existe una tangencia de curvas tenemos que
p1 es un punto degenerado.
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x ' = (alpha (1 - x/) - betha ({1 +x) (1 + 20 x k=5 D=125 betha =18
z'=zdetaxi(l + X0 +2)-D T alpha=03 detta=2

1
Cursor position: (5,38, -0.0567) x

The foruand orbit from (3.9, 0.23) --> a possible eq. pt. near (4.6, 0.31)
The backward orbit from (3.9, 0 23) left the computation windom

Choose an appresimation with the mouse,
eady
Ready.

Figura 20. Dindmica de p; = (4.5723,0.3129)

2. py = (2.7216,5.5762) y

Aor(ps) = —0.1899 —0.0304
ciP2) =\ 01224 —0.1885 )’

los valores propios de Acar(p2) son A1 = —0.1893 4+ 0.0610: y A2 = —0.1893 — 0.0610¢,
por lo que p2 es un foco estable.

El retrato fase correspondiente lo podemos observar en la figura 21.

%= (alpha (1 - k) - betha (ZA(1 +x) (1 + 20 x k=5 D=02224079 betha=18
2'= zdettaxi(1 +x) (1 +2))-Dz dpha=08  defta=2

6L

sk

sl

N3t

2L

1k

ok
Cursor position: (.44, 1.18) x

Ready.

Computing the field elements
aady.

Computing the field elements

Figura 21. Dindmica de p1 = (0.6397,2.5084), p» = (2.7216,5.5762) y los puntos triviales
(0,0) y (5,0)

» Andlisis del caso 1) con tres puntos no triviales
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Para tener tres puntos de equilibrio tomemos D = 0.15 y denotemos los puntos de
equilibrio por p1, p2 v ps.

1. p1 = (0.2192,1.3974)

s (pr) = 0.1153 0.0563
eMPL) =\ 07842 0.0874 )°

sus valores propios son Ay = 0.0139+0.18417 y A2 = 0.0139—0.18414. De aqui tenemos
que p; es un foco inestable.

2. pp=(15"7y

0.108 —0.0169
Am(pz)=( 0.28 —0.1313 )

sus valores propios son A\; = 0.0863 y A2 = —0.1095 por lo tanto p2 es un punto
silla.

3. Por ultimo p3 = (2.2808,8.2693) y

Ao (ps) = (00703 —0.0146
coMiP3) =\ 01658 —0.1338 )’

siendo A1 = —0.1020 + 0.0375¢ y A2 = —0.1020 — 0.0375¢ sus valores propios, por lo
tanto ps es un foco estable.

La dindamica general la podemos observar en la figura 22.

%= (alpha (1 - %K) - betha (i1 + X101 + 20 % k=5 D=015 betha=18
zt=zdeftaxf(l +x) (1 +2) -0z alpha =08 deta=2

Quit

Cursor position: (442, 1.28) x

Ready
The forward orbit from (3.1, 8.4) > a possible eq. pt. near (2.3, .3).
The backward orbit from (3.1, 5.4} left the computation window.

Choose an approximation with the mouse
Ready

Figura 22. Dindmica de p1 = (0.2192,1.3974), p2 = (1.5,7) y p3 = (2.2808, 8.2693).

= Andlisis del caso 1) con dos puntos de equilibrio
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Recordemos que en el caso 1 existen dos valores del parametro D donde se obtienen
dos puntos de equilibrio no triviales (vease la seccién 2.3.1).

Tomemos D = 0,13233 y denotemos por p; y p2 los puntos de equilibrio.

1. p1 = (0.1815,1.3219) y la matriz jacobiana es

Aess(pn) = 01006 —0.0513
P =\ 30817 —0.2847 )’

tiene como valores propios a:

A1 = —0.0920+0.3478i y A2 = —0.0920 — 0.3478i, por lo cual p1 es un foco estable.

2. p2 = (1.9082,8.9165) su respectiva matriz es:

Ao () = (00217 —0.0120
cMiP2) =\ 0.8033 —0.4496 )’

sus valores propios son A\; = 0.0002 y A2 = —0.4281, adem4és estamos en el caso donde
existe una tangencia de curvas por lo tanto p2 es un punto degenerado.

La dindmica general para este caso la podemos observar en la figura 23.

%= Calpha (1 - %) - betha (A1 + X301 + 2000 x k=5 D=05 betha =15
T'=zdetax((l+x)(1+20)-0z alpha=0.9  detta = 755659

NG
W
3 o :

Cursor position: (426, 1.38) %

The backward orbit from (2, 9.2) 2t the computation windon
Ready

The fonuard orbit fram (2.1, .13 > a possible eq. pt. near (1.9, 2.8).

The backward orbit from (2.1, 8.1 > 3 possible eq. pr. near ¢1.3e 012, -1.1e011).
Ready

[E—

Figura 23. Dindmica del caso 1 con dos puntos de equilibrio p1 = (0.1815,1.3219) y p2 =
(1.9082, 8.9165)

» Andlisis del caso 1) con un punto de equilibrio como en la configuracion de
la figura 12.

Denotamos por p; el punto de equilibrio
p1 = (0.16741,1.2944) y
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Aent(p1) = 0.0946  —0.0490
cmP1) =\ 33117 —0.2821 )’

sus valores propios son A\; = —0.0937 + 0.3562¢ y Ay = —0.0937 4 0.3562¢. La
dindmica de p; = (0.1674,1.2944) la podemos observar en la figura 24.

x' = (alpha (1 - xK) - betha (ZA(1 +30 (1 + 20 x k=5 D=05 betha =18
z'=zdetax(l +x) (1 +2)-Dx sipha=03 deta=9

0
or posttion: (457, 1.29)

o ximation uith the mouss.
Fead,

Choose an approximation uith the mouse.
Ready.

Figura 24. Dindmica de p1 = (0.1674,1.2944)

a C ey
Ya que g = —, la condicién
c

a(K +1)2
T
es equivalente a
albk+1)? a
ke ©)

Por otro lado,

bk < bk +1 < (bk + 1)2.
Esto implica que
1 (bk+1)2
- <
4 4bk

Por lo tanto, para que sea valida la desigualdad (9), o (la tasa intrinseca de la

a

poblacién X)) debe ser pequefia comparada con ¢ que es la tasa de captura sobre el
efecto de la interferencia.

2
5.2 Puntos de equilibrio cuando % =4

En el caso 2 los pardmetros fijos que utilizamos son: a« = 1, K =5, § =18y
6 = 2 mientras que D varia.
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» Andlisis del caso 2) con un sélo punto no trivial

En este caso el valor del pardametro D = 0.8889. Con este valor obtenemos sélo un
punto de equilibrio no trivial p;.

p1 = (4.2242,0.8193), su matriz jacobiana asociada estd dada por:

Aeas(pm) — —0.7194  —0.4397
eMPL) =" 00330 —0.4003 )’

sus valores propios son Ay = —0.6643 y Ay = —0.4553, por lo tanto podemos decir
que p; es un nodo estable.

La dindmica de p; = (4.2242,0.8193) con los puntos de equilibrio triviales la pode-
mos observar en la figura 25

%"= (alpha (1 - %K) - betha (K01 + %) (1 + 200 x k=5 D=05358358859 betha=13
z'=zdstaxi(l +x) (1 +2)-Dz alpha =1 detta=2

[ Print

Cursor position: (4.7, -0.218) ®

Cheose an approximation with the mouse:
Read

eady.
Cheose an approximation with the mouse:
Ready

Figura 25. Dindmica completa del caso 2.

" Andlisis del caso 2) con dos puntos de equilibrio no triviales

Sea D = 0.16667 donde los puntos de equilibrio p; y ps con su respectiva matriz y
valores propios son:

1. p1 = (0.5001,3.0005), con

Aow(p) = 0.2000 —0.0375
ML=\ 0.6666 —0.1250 )

sus valores propios son A\; = 0.07512 y Ay = —0.0001. Como los dos valores propios
son casi cero y estamos en el caso donde existe una tangencia de curvas p; es un
punto degenerado.
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2. p2=(3,8),
—-0.3 —0.0167
Aca(p2) = ( 0.1111 —0.1148 )
sus valores propios son A\1 = —0.2866 y A2 = —0.1615. Por lo que p2 es un nodo
estable.

"= (alpha (1 - x1) - betha (20EC1 + ) (1 + ) x k=5 D=0.1856886667 betha=15
z'=zdebaxi(1+)(1+2)-Dz aloha =1 deta=

CER =
W

3 :
2 4
1 4

N e ===
0 = &

Figura 26. Dindmica completa del caso 2

= Andlisis del caso 2) con tres puntos no triviales

Para esta situacién tomamos D = 0.10 y denotamos los puntos de equilibrio por
P1, P2y p3-

1. p1 = (0.1552,1.6345),

A (py) = 0.0974 —0.0342
oMPL) =\ 993545 —0.0620 /°

donde \; = 0.0177 4+ 0.16001¢ y A2 = 0.0177 — 0.1600:. Es decir p1 es un foco
inestable.

2. po = (1.0661,9.3201)

Aow(ps) = 0.19278  —0.0087
eMiP2) =\ 04231 —0.0903 )’

sus valores propios son A1 = 0.1791 y A2 = —0.0766. Por lo tanto p> es un punto
silla.

3. Por ultimo ps = (2.7821,13.712),

Aens(pa) = (02301 —0.0061
eMiP3) =\ 01301 —0.0932 )’

sus valores propios son A\; = —0.2240 y A2 = —0.0993. Por lo tanto, ps es un nodo
estable.
La dindmica general la podemos observar en la figura 27.
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3§17 ot o) el ) e ) s Dol fias(a
0=z dettaxi(l +

o
Ready,

Figura 27. Dindmica de los tres puntos no triviales del caso 2.

a Ry
Ya que g = —, la condicién
c

a(K +1)? B
4K -

es equivalente a

albk+1)2  a
Wk +1)7 _a 1
bk c (10)

Por lo tanto, para que sea vélida la igualdad (10), a (la tasa intrinseca de la

. 2
poblacién X) multiplicada por (bk;g]: ) 1o cual es mayor que % debe ser igual que 2

que es la tasa de captura sobre el efecto de la interferencia.

2
5.3 Puntos de equilibrio para % >0
En esta subseccion tenemos dos casos particulares que es tomando en cuenta las
desigualdades aa > 8y a < B.

Recordemos que el caso 3a en que « > [ solo existe un punto de equilibrio no
trivial. Para esta caso los valores que se dieron a los parametros fijos son:

6 =18K =560 =2, a =3, una de las variaciones en D y con la que hace el
analisis es D = 0,7.

El punto encontrado es p; = (4,697,1,3556) y su matriz jacobiana es

Aeni(p1) = 26683 —0.2675
CMPL) =\ 03546 —0.4028

sus valores propios son A\; = —2,6641 y Ay = —0,40703 por lo tanto podemos
concluir que p; es un nodo estable.

Para el caso 3b en que o <  los parametros fijos que utilizamos son: o = 1,
K =38,3=18y §d =2y el pardmettro que se varia es D.
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* Andlisis del caso 3b con un solo punto no trivial

Este caso lo tenemos si D = 0.8127. El punto de equilibrio no trivial que obtenemos
lo denotamos por p;.

p1 = (6.2424,7.6192), su matriz estd dada por:

Aeas(on) = ~0.5909 —0.0209
eMPL) =\ 00337 —0.1768 )’

sus valores propios son Ay = —0.5892 y Ay = —0.1785, por lo tanto podemos decir
que p; es un nodo estable. La dindmica del caso 3b con un punto de equilibrio
no trivial la podemos observar en la figura 28.

= (el
7027 detaxi(1 +)

ha (1 -4 - betha (21 +) (1 + D)) x k=5 D=07 betha=1s
X001 +2)-Dz dha=3 defta=2

Figura 28. Dindmica del caso 3b con un solo punto no trivial p; = (6.2424,7.6192).

* Andlisis del caso 3b con dos puntos no triviales
Si D = 0.1494, los puntos de equilibrio que obtenemos son;

1. p1 = (0.41774,2.9449),

Aow(pr) = 0.2271  —0.0341
CMPL =\ 07428 —0.1115 )

sus valores propios son A1 = 0.1156 y A2 = —0.0002 ademaés estamos en el caso donde
existe una tangencia de curvas por lo que p1 es un punto degenerado.

2. ps = (6.1646,10.5195),

Aons(p) = (05732 —00117
criPz) =\ 00356 —0.1364 )’

y sus valores propios son A1 = —0.5722 y A2 = —0.1374, por lo que p2 es un nodo
estable.

La dindmica de estos puntos maés los triviales la podemos observar en la figura 29.
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"= (alpha (1 - ) - betha (21 + ) (1 + ) X k=8 D=01433855018 betha=18
z'=zdetaxi(1 +) (1 +2)-Dz alpha=1 deta=2

Figura 29. Dindmica del caso 3b con dos puntos de equilibrio no triviales.

* Andlisis del caso 3b con tres puntos no triviales

Este caso se tiene si D = 0.10. Los puntos de equilibrio p;, p2 y ps son:

1. p1 = (0.1561,1.701)
Aow(py) = (01129 —0.0333
Py =\ 0.9423 —0.0629 )
v A1 = 0.0246 + 0.1538i y A2 = 0.02496 — 0.1538¢ Es decir p1 es un foco inestable.
2. py = (0.7577,7.6214)

Acai(pa) = 0.2955 —0.0104
criP2) =\ 05723 —0.0884 )’

sus valores propios son A1 = 0.2793 y A2 = —0.0722, por lo tanto p2 es un punto
silla.

3. Por ultimo p3 = (6.0862, 16.1776),

Ao (ps) = (05353 —0.0052
ceMiP3) =\ 00375 —0.0942 )’

sus valores propios son A1 = —0.5549 y A2 = —0.0946, por lo tanto p3s es un nodo
estable. La dindmica general la podemos observar en la figura 30.

a C
Ya que 8 = —, la condicién
c

a(K +1)?
4K

es equivalente a

abk+1)? _a
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"= (slpha (1 - 1) - betha (211 +) (1 + D) x k=8 D=010 betha=18
Zr=zdetaxi(l (1 +2)-Dz dpha=1 defta=2

Figura 30. Dindmica de p1 = (0.1561,1.701), p2 = (0.75769, 7.6214) y ps = (2.2808, 8.2693).

Ademas recordemos que,

1 (bk+1)?
15wk

Y para que sea vélida la desigualdad (11), puede ocurrir que « (la tasa intrinseca
de la poblacién X) debe ser grande comparada con 2 que es la tasa de captura sobre
el efecto de la interferencia 6 bien en su caso puede ocurrir que « (la tasa intrinseca
de la poblacién X) sea pequena comparada con ¢ que es la tasa de captura sobre el

. .. (bk+1)? . ‘ a
efecto de la interferencia siempre y cuando ~—z— sea igual o mas grande que £.
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