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1.

Usamos teoria de funcionales de la densidad (DFT) para describir el comportamiento
de una mezcla fluida de t-compontes. Se calcula el gran potencial en una aproximacién
de campo medio de la teorfa de la medida fundamental (FMT), el resultado se aplica
a cuatro sistemas diferentes. Los sistemas que estamos estudiando es la mezcla de dis-
cos duros en dos dimensiones, mezcla de discos duros en tres dimensiones, mezcla de
esferas duras y la mezcla de esferas duras con discos duros, estos se analizan en estado
de coexistencia. Se obtiene la expresién microscopica del gran potencial que descri-
be el comportamiento de mezcla fluida inhomogéneas. Se calculan las expresiones
microscopicas de las propiedades interfaciales.

We use Density Functional Theory (DFT) to describe the behavior of a fluid mixture
of t-compontes.The grand Potential is calculated in a mean field approximation of the
Fundamental Measure Theory (FMT), the result is applied to four different mixing
systems. The systems we are studying is the mixture of hard disks in two dimensions, a
mixture of hard drives in three dimensions, a mixture of hard spheres and the mixture
of hard spheres with hard drives, these are analyzed in a the coexistence state liquid-
vapour interface. We obtain the microscopic expression of the grand potential that
describes the behavior of inhomogeneous fluid mixture. The microscopic expressions
of the interfacial properties are calculated.

Palabras clave: Particulas de nicleo duro de forma esferica y discos, intercara y gran
potencial.
Keywords: Hard core particles in a spherical and disk interface and great potential.

Introduccidon

Un fluido simple de un solo componente en ausencia de campo externo se encuentra
en un estado homogéneo. En presencia del campo externo se rompe la simetria, el
sistema se separa en dos fases dando lugar a una regién interfacial. Esta regién de den-
sidad variable, se conoce como la intercara del sistema, sus propiedades estructurales
se ha investigado mediante diferentes estructuras tedricas, pero fundamentalmente
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bajo el mismo principio de minima energfa [1, 2].

El estado de equilibrio de un sistema termodindmico esta bien definido, se require
que satisfaga simultaneamente tres condiciones; equilibrio térmico, equilibrio quimico
y equilibrio mecénico. El primero garantiza que todo el sistema mantenga la misma
temperatura, en todos los puntos. El segundo equivale a decir que el potencial quimico
tenga el mismo valor en ambas fases para cada una de las especies. Mientras que para
un fluido homogéneo el equilibrio mecanico implica que la presién sea la misma en
todos los puntos del sistema, para un fluido inhomogéneo la presién es un tensor, esta
condicion se transforma en una ecuacién de balance de fuerzas.

En estado estacionario en presencia de campos externos, la informacién bédsica mas
importante de un sistema de un solo componente en estado de coexistencia esté conte-
nida en el gran potencial. Esta cantidad es la transformada de Legendre de la energia
libre de Helmholtz, la cual representa la cantidad de energia necesaria para mantener
la forma geométrica de la intercara. Las propiedades interfaciales del sistema estan
contenidas en el gran potencial, estas son: La tensién superficial y las constantes
de rigidez. El cédlculo de primeros principios de estas propiedades constituye un im-
portante reto tedrico que ha dado lugar a diversos enfoques, derivaciones formales o
atajos genuinos de los aspectos mas dificiles de los fenémenos interfaciales [1, 2, 3].

Una de las teorias de fluidos inhomogéneos mas generales y fundamentales, pero a la
vez muy practica para proposito de célculos, ha sido elaborada por Varea, Romero-
Rochin, Robledo [4]. Dicha teoria de fluidos inhomogéneos conocida como la teoria mi-
croscopica de tensor de esfuerzos, se basa en la ecuacién de Euler-Lagrange (EL), que
se obtiene de minimizar el gran potencial de la teoria de funcionales de la densidad.
Se ha mostrado bajo este enfoque, que la ecuacién de EL puede ser manipulada para
mostrar que se satisface una ley de conservacién, que establece un balance de fuerzas
entre los diferentes elementos de volumen del sistema. Esta ecuacién de balance im-
plica la existencia de un tensor de esfuerzos. La obtencién del tensor de esfuerzos por
J. K Percus y V. Romero-Rochin [5], constituye uno de los logros més importantes
de esta teoria. Para conseguir este importante resultado los autores contruyeron una
teoria de campo para un sistema no-local; esto se consigue usando la formulaciéon La-
grangiana de la mecénica de medios continuos, acompanada de las potentes técnicas
del célculo de funcionales. La expresion obtenida es simétrica, es la més general que se
conoce en la literatura en este contexto, construida para cualquier aproximacién de la
energfa libre [6]. Conociendo el tensor de esfuerzos se puede derivar la expresién mi-
croscopica del gran potencial. Aunque es una receta conocida, no es sencillo realizar el
trabajo analitico. Este formalismo se ha utilizado exitosamente por Segovia-Lépez y
Romero-Rochin para predecir las expresiones microscépicas de las propiedades inter-
faciales en la aproximacién de van der Waals (vdW), para geometrias planas, esféricas
y cilindricas [7]. Posteriormente, Chable-Cruz y Segovia-Lépez analizan el caso de
una intercara esferoidal prolata, para superfices con radios de curvaturas muy grandes
comparados con el rango del potencial de interaccién [8]. Mas recientemente Segovia-
Lopez et. al. anlizan el caso de una intercara arbitrariamente curvada, usando una
aproximacién local de la superficie, obtiene la expresién microscépica de la energia
libre [9]. Estos desarrollos se han realizado considerando el perfil de densidad como
un escalén y para una expresiéon analitica mucho méas general, en el limite de radios
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de curvaturas muy grandes comparados con el rango del potencial de interaccién.
Hasta ahora la teoria de tensor de esfuerzos se ha desarrollado para describir el com-
portamiento de un fluido de un solo componente. Sin embargo, su estructura tedrica
no tiene ninguna limitacién que le impida extenderse para sistemas de varios com-
ponentes, con diferentes energias libres; esa es la tarea que se realiza en este proyecto.

La determinacién de las propiedades estructurales de equilibrio en sistemas multi-
componentes, permanece como un desafio en mecdnica estadistica [1, 3, 10]. Tradi-
cionalmente estas propiedades se han investigado mediante el diagrama de fase, para
sistemas homogéneos. La descripcion del estado de coexistencia liquido-vapor propor-
cionada por la ecuacién de estado de van der Waals es el primer y més paradigmatico
ejemplo de la construccion de un diagrama de fases a partir de consideraciones mo-
leculares [10]. Sin embargo, el exito mds importante de la mecdnica estadistica ha
sido el establecimiento de la version molecular de la segunda ley de la termodinamica.
Esta formulacién microscépica de la termodindmica clasica proporciona la base fun-
damental para el célculo sisteméatico y ”de primeros principios” de la energia libre de
las fases del sistema. A pesar de estos avances tempranos en fluidos moleculares, el de-
sarrollo de esquemas de aproximacién para describir sistemas de varios componentes
se ha rezagado, respecto al desarrollo para sistemas monocomponente. Este atraso
se debe en gran medida a la dificultad para realizar mediciones experimentales y
predicciones tedricas de las propiedades estructurales, ya que conforme se incrementa
el nimero de componentes en el sistema, se inducen nuevos fenémenos interfaciales.
También emergen otras peculiaridades que hacen mas compleja la investigacién. Den-
tro de las caracteristicas que emergen con el incremento de los componentes podemos
mencionar por ejemplo: (i) Las dimensiones del espacio de pardmetros que permiten
variar cuidadosamente el niimero de componente del sistema sin perder coexistencia
de fase, (ii) En sistemas multicomponentes ocurren fenémenos de segregacién en sus
intercaras, lo cual puede influenciar significativamente la fluctuacién de la intercara
y viceversa.

Por otro lado la relevancia de sistemas de varios componentes y multiples fases radica
en que estan presentes en muchos fenémenos naturales por ejemplo fenémeno de flujo
de multiples fases en medios porosos, movimientos naturales del agua de la tierra,
para aumentar la recuperacion del petroleo. Estos fenémenos estdn controlados en
gran manera por la superficie o tensién superficial entre varios fluidos o fases del sis-
tema, las microestructuras fluidas que incluyen interfaces fluido-fluido, fluido-sélido
y regién de contacto multiples fases. Asociada con tales mezclas estdn la tensién in-
terfacial y la microestructura del fluido. Una microestructura del fluido es una regién
en un fluido en el cual las densidades y composicién de los componentes de la mezcla
varfan considerablemente en distancias del orden del rango del potencial molecular.
Historicamente la prediccién tedrica de las propiedades de la superficie y tension su-
perficial se han rezagado, comparada con la prediccién del comportamiento de fase
de la mezcla fluida. Sin embargo, en anos recientes ha habido un avance considerable
en la teorfa molecular de los fenémenos interfaciales [3, 11].

Veremos mads adelante que la teoria de tensor de esfuerzos de un solo componente
puede ser extendida sin dificultad a sistemas de varios componentes. La estructura
tedrica se aplica en dos niveles de aproximacién, primero para un fluido simple en
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una aproximacién de campo medio (vdW) y posteriormente para un fluido de niicleos
duros en una aproximacién de la teorfa de medidas fundamentales (FMT, por sus si-
glas inglés). La diferencia esencial entre ambas aproximaciones es debido a que FMT
incorpora la geometria de la molécula, mientras que vdW la ignora. Con la primera
aproximacion se calcula el gran potencial considerando las moléculas del sistema como
esferas puntuales, se obtiene para geometrias plana y esférica. En segundo con FMT
se calcula el gran potencial para mezcla de discos duros, esferas y mezcla de ambos.

El trabajo se desarrolla de la siguiente manera: en el capitulo 2 se describe breve-
mente los fundamentos termodanamicos y estadisticos de la coexistencia de fases, se
discuten las aproximaciones basicas; en el capitulo 3 se realiza un andlisis de la teoria
de funcionales de la densidad (DFT, por sus siglas en inglés) para una mezcla de
t-componentes, ademés se describe a grandes rasgos la construccién del tensor de es-
fuerzos para campo no local; en el capitulo 4 se calcula el gran potencial para sistemas
microscépicos y mesoscopicos en la aproximacién de vdw y FMT; en el capitulo 5 se
presentan los comentarios finales.

2. Teoria de funcionales de la densidad

Se ha mostrado que para un fluido inhomogéneo de varios componentes, con potencial
de interaccion esfericamente simétrico, el gran potencial se puede escribir en la forma

Qos (7 o)+ o7 = Flon a0 + 3 [ = Vi@l (1)

donde F[p1(7), p2(7), -+, p:(7)] es la energfa libre intrinseca de Helmholtz de todo el
sistema, en esta teorfa esta cantidad se supone conocida; las cantidades u;, Vi, ()
y pi(7) son el potencial quimico, el potencial externo y el perfil de densidad de la
i-esima, especie. El potencial externo, en este caso es la gravedad actuando en la
direccién z-negativa.

La energia libre correspondiente al estado de equilibrio se obtiene al minimizar el
funcional del gran potencial, lo cual permite conocer el perfil de densidad de equilibrio
de cada una de las especies, es decir

§Q[p1(F), pQ(F)a c 7pt(ﬂ]
6pi(T) ol

=0 (2)

donde pj es el perfil de densidad de equilibrio de la i-esima especie. El gran potencial
correspondiente al estado de equilibrio se obtiene por evaluar el gran potencial en los
valores de equilibrio de la densidad Qo[p$(7), pg(7), - - -, ph (7))

Es importante enfatizar que el sistema se encuentra en estado de equilibrio ter-
modinamico, por lo tanto se satisfacen los requisitos respecto a la temperatura y

REVISTA DE CIENCIAS BAsicas UJAT, 11(1)Junio 2012 p 26-57



30 Neftali Charles Jiménez Segovia, José G. Segovia-Lépez y Jorge Alejandro Bernal Arroyo

potencial quimico para cada una de las especies. Sin embargo, como el sistema es
inhomogéneo, la presion es un tensor y se debe satisfacer una ecuaciéon de balance
de fuerzas. Para identificar la ecuacién de balance es necesario considerar la forma
explicita de la ecuacion de Euler- Lagrange que resulta del proceso de minimizacion,
la cual tiene la forma

OF [p1 (™), p(72), -+, p(77)]
op'(7)

i = Vi) =0 3

Esta ecuacion puede ser manipulada facilmente, para identificar la ecuaciéon de con-
servacién

V.o= ZPB(T)V eia:t(r)v (4)

donde o es el tensor de esfuerzos del sistema completo. La expresion esta en acuerdo
con la descripcién del sistema como un medio continuo[18].

Desde el punto de vista macroscépico existen dos regiones bien definidas, las de las
fases homogéneas del bulto (liquido-vapor) y la regién interfacial inhomogénea. En
escala microscopica es evidente que existe una interacciéon entre las moléculas de la
frontera de las fases del bulto y la regién interfacial. Sin embargo, podemos considerar
que la contribucién dominante esta contenida en cada una de las regiones homogéneas
e inhomogéneas y no necesariamente entre las moléculas de la frontera. Desde este
punto de vista, podemos proponer una separacién del tensor de esfuerzos en dos
contribuciones, es decir

0 = Ohom + Tinh, (5)

donde o4, €s la contribuciéon homogénea de las fases del bulto, estd dada por

Ohom = [f(rv [pl}’ [pz]a R [pt]) - Z(Nz - eﬁfnt(r))pé)]:[a (6)
i=1
con f(r,[p',[p?], - ,[p']) como la densidad de energfa libre de helmholtz y I es el

tensor unitario. La contribucién de la region interfacial o, satisface la relacion

t

oF ;
Veaun(r) =2 5l Veo(r) = VI, PO: 05+ PO)- (7)
j

Jj=1

Esta separacién del tensor permite realizar la descripcién del sistema de manera
mas detallada. Sin embargo, es necesario ahora calcular la forma explicita de estas
contribuciones. Las condiciones fisicas del sistema permiten definir un campo de
densidad y usando herramientas de mecanica de medio continuo y propiedades de
simetria se puede calcular una expresiéon analitica del tensor de esfuerzos. Para el
sistema de varios componentes esta tarea se ha realizado exitosamente [9], el resultado
que se obtiene es
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Tas () = [F(r [p"], [0%), - [']) = > (i = Vi (1)) pi

i=1

t 1 — —/ 1 1
. L — (1 —
_ E / /,rgvﬂpT(,r—,*_"_ )\77/)5 O(T ( )‘)T | Po> 7po)d,r—,»/d)\
i=0 0

5o (F+ AF7)

¢ 1
W”Z// o (TLVaﬁ(ﬂ ') = 1V, (7 + /\F’)>
i=0 0

SLo(F— (L= N7 | pt, -+, pb)
3oL (7 + A1)

dAXdF. (8)

El pardmetro A en el manifiesta la libertad de norma en el tensor de esfuerzos y la
integral sobre este parametro también indica que se estan tomando dos puntos vecinos
del fluido, lo cual manifiesta la no-localidad del sistema. Es importante mencionar
que el tensor de esfuerzos dado por la ec. (8), es la expresion mds general que se
conoce en este tema, la cual es exacta y para una energia libre arbitraria.

Ahora que se conoce el tensor de esfuerzos se puede pasar a la siguiente etapa, rea-
lizar el caculo de las propiedades relevantes del sistema. Para ello debemos tener
presente que la geometia del sistema entra en el perfil de densidad, para explotar estas
propiedades es necesario considerar la normal 7(7) la cual depende de la geometria
en consideracion. En nuestro caso consideramos geometria plana y esférica para el
sistema de moléculas puntuales, los vectores unitarios son ortogonales y la normal en
cada caso es conocida. Para una especie arbitraria 7, se escribe en la forma

o Vp(P)
RG] ©)

evidentemente esta cantidad depende del punto en consideracion y solo esta definida
en la region interfacial.

Se ha mostrado que el gran potencial del sistema se obtiene integrando la componente
normal del tensor de esfuerzos o,, en todo el espacio. La componente normal se obtiene
como o, = 7(F) - o - ¥, demanera que

0= /dFo—n(F). (10)

La energia libre del sistema también se puede separar en dos contribuciones, una
debida a la regiéon homogénea y otra debida a la regién inhomogénea, es decir

Q= Qhom + Qinh~ (11)

La contribuciéon de las fases homogénas esta descrita por términos de presién por
volumen, en esta regién el tensor de esfuerzos es isotropico, el gradiente del perfil de
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densidad se anula. Mientras que la contribucién de la region interfacial contiene toda
la informacién de las propiedades de la superficie y en este trabajo, nuestro analisis
se restringe a esta regién.

2.1 Aproximacion de van der Waals

Hasta ahora solo se han discutido aspectos generales de los fluidos inhomogéneos,
como la ecuacién de balance de fuerza ec. (4), el tensor de esfuerzos ec. (8) y el
gran potencial del sistema ec. (11). Sin embargo, para avanzar en la descripcién del
sistema, es necesario introducir una aproximacién de la energia libre de Helmholtz,
la cual es requerida en la expresién del tensor de esfuerzos. Esta puede ser obtenida
del desarrollo perturbativo de la teoria de liquido [15], se ha probado que a nivel
de campo medio es suficiente para describir el estado de coexistencia liquido-vapor
[1, 21] para un sistema de varios componentes se escribe como

Flo®) =3 [ drr(o()

1 ! ¢ 5 s 5 o - o
=39 B R RUCHCSE SILTICS!

i=1 j=1

donde @;; es el potencial de interaccién entre dos especies arbitrarias, para un fluido
molecular se considera esfericamente simétrico. El primer término de esta aproxi-
macién solo contiene informacién sobre la contribucién local del sistema que puede
ser de gas ideal y esferas duras, mientras que el segundo término captura los efectos
de no-localidad. Para la regién interfacial, solo el segundo término contribuye, de-
bido a que en esta regién se caracteriza por que el gradiente del perfil de densidad es
diferente de cero.

Calculando la variacion de la densidad de energia libre implicada en el tensor de
esfuerzos ec. (8) y realizando algunas manipulaciones, tenemos la expresién corres-
pondiente en este nivel de aproximacién

aB /- 1 )/ 1 R I\~ )/ - -/
a”gl(r) =5 Z/ dr /0 d\pi (T — (1 = N7 )i (7 )ri NV ap; (F+ AF)
'I:,j

1 o[ , I
_QZZjV,,/dr /Od)\pi(r— (1= N7 )@y (7 ) A

[ V0, (F4+ A7) — 7/ Vap, (F+ ). (12)

Ahora el tensor de esfuerzos depende del potencial de interaccién entre las particulas
y del perfil de densidad de equilibrio pj de cada una de las especies. La generalidad
del resultado esta contenida en el perfil de densidad, el cual es exacto y es valido
para una superficie de forma arbitraria. Es importante mencionar que para obtener
resultados especificos, también es necesario realizar una aproximacién del perfil de
densidad, como veremos mas adelante.

Como en este trabajo solo estamos interesados en la contribucién de la region in-
terfacial a la energia libre, solo son relevantes los términos para los cuales Vp # 0.
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El gran potencial correspondiente depende de la densidad de todas las especies y se
indica como Qi = Qinnlpd, P2, -+, ph]. Hemos visto que se calcula como

Qinp = / dramh (13)

La cual captura todos los detalles de la region interfacial de un fluido molecular, mas
adelante se realizan algunos ejemplos ilustrativos con geometrias sencillas. Aunque el
resultado esta completo hasta aqui, solo es conveniente para describir sistemas en el
cual se ignora la forma geométrica de los constituyentes microscépicos. Para resolver
esta situacién se utliza una forma diferente de la energia libre de Helmholtz para el
sistema, de varios componentes

/fa ))di + = ZZ/ fij(r12)pi (1) pj (72)di1diy

i=1 j=1

+- ZZZ///]‘}] r12) fik (113) fix (123) pi (71) p; (72) pr. (73 ) d Ao dis

i=1j=1k=1
+0(p"), (14)

donde 1f;; es la funcién de Mayer definida como f;; = exp(—pVj;(r)) — 1, Vi;(r) es
el potencial de interaccién entre las particulas de las especies ¢, j; r;; = |Fi — 75,
es la distancia de centro a centro de ambas particulas. Podemos considerar por
ejemplo un sistema de esferas duras, en este caso la funcién de Mayer f;;(r) tiene una
interpretacién completamente geométrica:

0, sir<R;+R;

Vij(r) =
0, de otra manera,
entonces
-1, sir < R+ R;
fij(r) =

0, de otra manera.

En una aproximacién de campo medio la ec. (14) para interaccién de esferas duras
de t-particulas, se escribe como

~ [ fetyar

= [{ae+ X5 [ frstr b o@ar b a9

i=1 j=1
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donde f[p()] es la densidad de energfa libre, su variacién esta dada por

oflp(M)] _ dfo(p(7)) 5= =
1 o=

SouF)  dp(F)
t

1 ! o oy e SN 3= 10
+3 2030, [ 507Dt (16)
t t

=) WS OIIG)

i=1 j=1

Sustituyamos la variacién de la densidad de energia libre ec. (16) haciendo 7 —
F— (1 =M\ y 7 — 7+ A, en ec. (8) y considerando solo la parte inhomogénea del
tensor de esfuerzos se tiene

, 1 - [
w0 = =5 3 [ [ ey (1= Ny (P T )
i,j

1 ! ,
59 [ [ - 1= )
i.j
M [re Vvpi(F+ M) — 1), NV o pi(F + A7) (17)

La geometria de la intercara esta contenida en el perfil de densidad, el cual todos
los casos dependen exclusivamente de la coordenada normal. La expresion anterior
contiene una depencia explicita de un parametro arbitrario que indica una libertad
de norma, pero también relaciona dos puntos distintos de la superficie fluida, como
debe ocurrir en toda aproximacién de campo medio.

2.2 Teoria de Medidas Fundamentales (FMT)

Desarrollada por Rosenfeld [6], introduce un conjunto de nuevas funciones conocidas
como las densidades pesadas las cuales son convoluciones de las densidades locales con
funciones pesos geométricos donde la densidad de energia libre de exceso es funcién
de estas densidades pesadas. Rosenfeld considerd la funcién de Mayer, describe la
interaccion entre dos esferas duras como una funcién peso; para construir a FMT, el
autor utilizo las caracteristicas geometricas de las particulas individuales en vez de
la funcién de Mayer de una interaccién de dos particulas esféricas.

0(1F —7'| = (Ri + R))) = ) ®w) + ) @ w} + w] ®@w! +wj @w! +w" @ w}?

vl v2
ol @ wi?,

En esta propuesta se define el funcional adimensional densidad pesada promedio de
superficie o volumen

n (@)= Y [ @@ - s
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con dimensiones [n,] = [ii,] = (volumen)@=3)/3  entonces en el limite de densidad
uniforme el funcional dimensional de densidad pesada escalar obedece n, — &;; donde

=" pio! son las variables de la teorfa de particula escalar y o! representa la medida
fundamental de la esfera, mientras que la componente de 7, tiende a cero, es decir,
ny — 0. Usando

. 6Enh/kBT - - YAV Y
/1’1_% Z/n,, (@ (Z—2")dz’, (18)

[ny] + [ny] = (volumen)~!, (con todas las combinaciones de v, 9 resultan integrales

dimensionales) implicando la siguiente forma general para el funcional de energia libre
intrinseca de Helmholtz

Enh({pi(f’)})/kBT:/ O[{nm(Z),n, (7 )}]dfz/é[{na(f)}]df- (19)

La densidad de energfa libre inhomogénea, ®[{n,(Z)}], es una funcién sélo de las n,.
El gran potencial de la regén inhomogéneo se puede escribir como,

Qi,nh = 7Pinh‘/7 (20)

donde Pj,, es la presién en la regiéon inhomogénea y V' es su volumen, expresado como

Qiny = / Py {na = [p(f)] _/ ( )51(2{1) /Jo(l)dH

:kBT/ B[{na(7) d:c—kBTZ/ Mdm, (21)

con Pip[{na(Z)}] como la presién en la regién inhomogénea, de la ec. (21) se obtiene

Puall /45T = 0] + 3l (22D} (22)

Oé

la densidad de energia libre inhomogénea de acuerdo a Rosenfeld se escribe como
funcién de las densidades pesadas n,, es decir,

®[{na}] = dono + p1mins + dan3 + Gan.nya + Ganz(ne2 - Ny2), (23)

para fluidos uniforme la teoria de la particula escalar lo expresa como:

REVISTA DE CIENCIAS BAsicas UJAT, 11(1)Junio 2012 p 26-57



36 Neftali Charles Jiménez Segovia, José G. Segovia-Lépez y Jorge Alejandro Bernal Arroyo

D[{na}] = doko + 16162 + P23 (24)

Ahora considere el problema del punto de vista de la teoria de la particula escalar,
aqui se muestra una aproximacién para el potencial quimico inhomogéneo p;,, de
una solucion de particulas de esferas duras de radio R en un fluido uniforme. Se tiene
que conforme R — oo, iy, — PV, donde V es el volumen de la particula y P es
la presién del bulto. De la ec. (23) resulta una aplicacién para las mezclas donde el
potencial de la solucién, pi, = kT (OP[{n.}]/dp), debe satifacer la relacién

2L 9D[{na}] Ona
o On,  0p(3)

~ 0®[{nq}] Ons OP[{n.}] Ons 0®[{n,}] Oy
= Tom 0@ T om 0p@ | om 0p(@ 2)
+8<I>[{na}] ong

dng  Op(7)’

Pink/ kT =

donde 0‘3}’(1%) = %TFRB, 8?17(? = 41 R? 6”1 =Ry 8?17(12) = 1 entonces

LS (0 PR (0 P ()

H h/ B 8”3 3 Bng 6’/7,1 87”&0

se tiene que

aq)[{na}]

el (21)

1
li inn/ kBT =
Rl—%g R3M n/ks

de acuerdo a la teoria de la particula escalar %ﬁ;” puede ser identificado como

P/kpT. Se hace una suposicién andloga a la teoria de la particula escalar que es
valido para fluidos inhomogéneos, es decir,

o+ S 20 1 - B o

La sustitucién de ec. (23) en ec. (28) conduce a cinco ecuaciones diferenciales de
primer orden uno para cada coeficiente ¢;, con expresiones

¢U:_1n(1_n3)+cov ¢1: 101

(&) Cc3

¢2 = YL ¢3 = T—nz> ¢4 = (1;713)2~
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Las constantes de integracién, c;, se escogen para garantizar que ambas, el funcional
de energfa libre y su segunda derivada ( es decir, la funcién de correlacién directa
de dos particulas) coinciden exactamente en los limites conocidos de baja densidad
con los de un fluido uniforme. Estas limitaciones son ¢, = 0, ¢; = 1, co = 1/24m,
c¢s = —1ycy =—1/8m. La densidad de energfa libre en la regién inhomogénea puede
escribirse en la forma

ning — Ny1 - Ny 1 — 3n2(ny2 - Ny2)
1—n3 247(1 —n3)2

D[{na}] = —noln(l —ng) + (30)

donde cada una de las densidades pesadas es una funcién de la posicién.

La teorfa de la medida fundamental es una forma generalizada de aproximacién de
densidades peso para un fluido consistente de particulas duras. Su desarrollo fue
inspirado por la relacién que existe entre la teoria de la particula escalar y la aproxi-
macién de Percus-Yevick para esferas duras.

Funciones peso en la geometria plana

En muchas situaciones practicas la densidad solo depende de una coordenada carte-
siana, existen pequenas traslaciones invariante en las direcciones restantes. Por ejem-
plo en una pared plana suave, donde el perfil de densidad s6lo dependen de la distancia
perpendicular z a esta. Para rotaciones una simplificacién adicional conduce a una
simetria rotacional (cilindrica) alrededor del eje z. Estos problemas son caracteriza-
dos solamente por z, y el dngulo de inclinacién ¢ entre la particula orientada y dicho
eje.

Las funciones peso en geometria plana, para los sistemas cuyos constituyentes tienen
las geometrias mas comunes son:[13]

Esferas duras, se obtienen de la siguiente manera

= //wé(r”)dmdy, €=3,2,1,0,v2,v1; (31)

donde w(7) se ha dado en [13] para esferas de radio R;, resulta entonces lo siguiente
wi(2) = m(RY — 2*)O(R; — |2]),
wy(2) = 21 RiO(R; — |z)),
wig(2) = 252 O(R, — |2|) . (32)
O — |2])
wi(z) = 2D,
i O(Ri — |2])
¢ —
i 2O —|2]) ¢
wia() = T

Las funciones peso para discos duros en la geometria plana son obtenidos por inte-
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gracion sobre las coordenadas laterales, es decir:

Pe0) = [ [al oy, =01z

D5 9) = / / / w;l;(f;é)dﬁdxdy, (33)
WiPP(2,9,9") /// WilD (7, & &’ d‘pdxdy

También por [13] se conoce a,

; 4 22 _
Wil (z,09) = e R? — 2 O(R;sind — |z]),
WD (2, 9) = R,O(R;sind — |z\),
44/ R?sin® 9 — 22
Wil (z,0) = O(R;sin? — |z]) ’ (34)
m\/ R?sin® 9 — 22
z R2sin? ¢ — 22
9) = z k
(,9) 8R; sin® 9 R? — 22
con
0, si p? <0,
wiPP(2,9,9") = Lcosd, si p? sin(¥ — ) sin( + ') > 22sin® Y,
e, de otra manera.

_ 1 2 sin?¢’ _ 2 / p| cot ¥’ | . .
donde e = <\/(z +p?) 55 — p? +pl cos¥'| arccos Wy ey ademsds se tiene
que p = \/ R?sin® 9 — 22.

Las funciones peso para la mezcla de esferas duras y discos duros en la geometria
plana se obtienen mediante los siguientes célculos:[13]

ole0) = [ [udplri),
(2,9) / / / Wik (F adﬁdxdy, (35)

de d
wipp(z,9,9") / /wSDD 7, e e’) dip dep’ dzdy,

de donde

27
wip(z,0) = %@(R - \z|)/0 dip\/R2 — [(R2 — 22) cos psin ¥ + z cos V)2,

wih(z,9) = R—Dzbln 29V R? — 220(R — |2|)k (36)
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21 B, sit? > s2,
(2, 0,9") = OR ~|al) [ d"
0 q, de otra manera.

donde ¢ = 1§ (\/ 52 —t2 4 tarcsin i)
Es importante distinguir entre la geometria de la region interfacial y la geometria de
las moléculas. En el primer caso se refiere a la forma de la superficie de la intercara
la cual contiene las moléculas, mientras que en la segunda se refiere a la forma que
tienen los constituyentes de dicha superficie, sobre los cuales se basa la aproximacién
de FMT. Cuando solo se considera la forma de la intercara, con una aproximacién
de campo medio se puede describir el sistema. Cuando ademas de la geometria de
la molécula se incorpora la de las particulas que la constituyen, se requiere de FMT
para describir correctamente el sistema.

3. Energia libre y propiedades interfaciales

3.1 Superficie plana en la aproximacion de van der Waals

Ahora podemos usar los resultados anteriores para analizar algunos casos sensillos y
obtener resultados concretos, el primero de ellos es el de una superficie plana. En
este caso el perfil de densidad es una funcién exclusiva de la coordenada normal,
pi(r) = pi(2), de acuerdo a la ec. (12) la componente normal del tensor de esfuerzos
esta dada por

2z 1 o0 — 1 N -9 ap7(z+)\z/)
o () = 3 ;/_OO dr’/o dXpi(z — (1= N)2")a; (1] )z’T

La expresién microscopica del gran potencial se puede obtener integrando la compo-
nente normal del tensor de esfuerzos en todo el espacio,

1 oo Lot oo R ap'(z + )\Z’)
. — = 7 2oy _ AV AT AW Ad e AdL NG SedVs
Qinn (7) 5 %,- /_Oo dr /0 d)\/_oo drpi(z — (1 = XN)2")awi; (|r']*)2 P )

Realizando los cambios variable z; = z+ Az y 23 = z— (1 — A)Z’, se tiene la siguiente
expresion

1 o0 o0 o0 (@] o0 o0
Qinn(7) = 2%:/_00 /_OO /—ix/dy/dZI/_oo /_Oo /_ixdydzzpi(@)

. dp;(z1
@i (m'2+y'2+(zlfzg)2)(zl—zz)%.
z1
La cual puede ser manipulada, para transformarla a una forma conocida, con esta
finalidad se define la funcién auxiliar W, la cual esta relacionada con el potencial de

interaccion w de la siguiente manera
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d
(21 — 22)@i (@ + Y2 + (21 — 22)?)= 7sz($l2 +y%+ (21 — 22)°)
d(Zl — 2:2)
d d
= delW” - _TZQWLJ- (37)

Usando esta relacién entre estas funciones, se tiene

1 * o * o > dpj(z1) [*
Qinh(F) :—2;/_Ood R/_Ood R//_OO leTZl/_OOdZQPi(ZQ)

d

deQVVz‘jUR'P + (21 — 22)%),

donde se han usado los vectores bidimensionales R = (x,y) y B = (z/,4/). Integrando
por partes respecto a la variable zo,

dp;j(z1) dpi(z2)
2 2 ! TFINTLT
Uy (7) = §j/ dR/ dR/ dzl/ 4z L) L2
Wi (IR + (21 — 22)?). (38)

Usando la relacién entre la funcién auxiliar y el potencial de interacciéon W;; (| R'|? +

u'?) = é ) dsw”(s + |R'|2 4+ u2) y realizando algunas manipulaciones se obtiene

la expresiéon microscépica del gran potencial y por lo tanto de la tensién superficial,

Qi (7) = Z/ d2/ dzR’|R’|2/ dz/ d’” dpé;)

Dy (IR + (2 = 2)?).

Este resultado se reduce al valor del caso monocomponente de esta misma teoria y
esta de acuerdo con la prediccién de la teorfa de fluctuacién [21] depende exclusi-
vamente del gradiente del perfil de densidad y del potencial de interacciéon. Para
obtener una expresién asintética de la tensién superficial, necesitamos introducir una
aproximacién limite del perfil de densidad, la mds usual es [5]

pi(z) = pi®'(z, — 2) + p,O' (2 — 20), (39)

donde O(+) es la funcién de Heaviside, p; y p, son los valores correspondientes de la
densidad de las fases liquida y vapor del bulto, mientras que 2! es la superficie divisora
Gibbs de la i—esima especie. Esta aproximacion es adecuada cuando el radio de la
gota es muy grande comparada con el rango del potencial de interaccién, se puede
suponer que los valores de las densidades de coexistencia del bulto son los mismos,
en la misma geometria y que corresponden a los valores de la contruccién de Maxwell
de éreas iguales. Su derivada implica la existencia de una funcién delta de Dirac.

dpi(z)
dz

= —kApidi(z — 20).
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Sustituyendo lo anterior y evaluando las integrales, se obtiene un resultado asintético
para el gran potencial

00 T o) ~ ) ]
Qunti) = [ PR{ =5 sty [ arrtao2 4 G- AP (o)
oo 7
Esta expresién describe el comportamiento de un sistema inhomogéneo formado por

moléculas puntuales, que interacciona a través de un potencial esfericamente simétrico
y se puede observar que se obtiene la tensién superficial del sistema multicomponente.

3.2 Gota esférica en la aproximacion de van der Waals

Sin lugar a dudas, la gota esférica es un caso muy interesante para un sistema de
uno y varios componentes. La descripcion apropiada de esta regién interfacial y
el conocimiento de sus propiedades estructurales, siempre ha sido de relevancia por
mucho tiempo en los fluidos inhomogéneos [19, 20]. Esto puede ser debido en gran
manera a la diversidad de sistemas que existen en la naturaleza que sugieren su
estudio.

En este caso la simetria requiere que el perfil de densidad sea una funcién exclusiva
de la magnitud del vector de posicién p(7) = p(|7]), el vector normal sobre cualquiera

. . . ~ Vi
de las superficies de coexistencia es n; = W’;Egl.

Las componentes del tensor de esfuerzos, a nivel de campo medio se obtienen de la
ec. (12). Empezemos calculando la componente normal del tensor de esfuerzos

oM (F) = v - o (F) - . (41)

— ~ —/ ~ . 7 —
Sea ¥ =ré. y ¥ =r'é., es necesario expresar a 7 en la base de 7 para poder hacer
las operaciones del tensor de esfuerzos dado en la ec. (12). Se tiene

7 = 1'(cos 0 cosf + sin @ sin 6 cos(¢ — ¢))é, (42)
+7'(sin @’ cos 0 cos(¢’ — ¢) — cos @ sin)ég- r’ sin 0’ sin(¢’ — ¢)ég,
Con esta dependencia angular explicita las operaciones algebraicas se vuelven muy
tediosas. Sin embargo, para esta geometria en particular se puede hacer una simpli-
ficacién, eligiendo el vector 7" en la direccién de z |, sin perder generalidad. Con esta
eleccién = 0y ¢ = 0, véase la figura (1), se obtiene

/

7 =1"cosf'é, + 1" sin@ cosd'éy + r' sin ' sin ¢'é,. (43)

La simetria esférica se obtiene por considerar que el perfil de densidad p(7) depende
exclusivamente de la magnitd de 7, lo cual es cierto para cualquier punto de la superfi-
cie esférica, la densidad cambia exclusivamente en la direccién normal a la superficie,
como en la superficie plana. Los vectores en el argumento de los perfiles de densidad
son:

F—(1=N7 =@ — 1=\ cos)é, — (1—N)r'sinb’ cos ¢'é

—(1 = X)r'sin®'sin¢'é,
P4+ AP = (r+ M’ cos0')é, + M’ sin @ cos ¢'ég + A’ sin @ sin ¢'é,.
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Figura 1. Localizacion de los vectores 7, ¥ en el espacio; en forma general

Podemos notar que Vpl-(f’—(l—)\)f’/) = ériap[(lrt(;;’\)’? D, Vpi(F—i—)\f’/) = ériap[(lr:;’w )
y

V,r, = %(r’ cosf') + %(r' sin@’ cos ') + %(r’ sin@’ cos ') =

Incorporando toda esta informacién en la ec.(12), se tiene la siguiente expresién para
la componente normal del tensor de esfuerzos.

- 0 L
=3 2 [ o [ = 0= 07 e cost' 1 )

a N0 L
_,Z/dr /d)\wlj A[r'? cos 98— pi(|F— (1 = N)F |)Epj(|r+)\r b

—7"2 cos? 9— i(J7— (1= A7 D;)PJ(V"')‘T )

or
’ 82 ’
+r'% cos? 0/ p (|7 — (1 = N7 |)ij(|77+ A [)
2 2 o !
—r"%cos® 0 pi(|F — (1 — N7 |)3 2pj(\ 74 A |)]. (44)

Simplicando se obtiene una expresion sencilla de esta cantidad
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rr 1 =/ ! ~ o )/ 0 5 7
o' () = —2;/ dr /0 dX r'cos 0@ (r")pi (|7 — (1 = N7 |)apj(|r—|—)\r [). (45)

La expresién anterior corresponde al tensor de esfuerzos radial, sélo tiene dependen-
cia radial en el argumento de los perfiles de densidad.

Ahora se calcula en forma analoga las componentes tangenciales del tensor de es-
fuerzos, comenzamos el calculo del tensor 6, para el calculo de cualquiera de los dos
tensores utilizaremos la siguiente ecuacién

ohy(F) =15 ol ). (46)

inh

Con la aproximacién introducida se obtiene la siguiente expresién

1 e , ,
o (7) = -3 Z/ di /O dApi(|7 — (1 = N7 )@ (r")r' sin @' cos ¢’ Vop; (|7 + A |)
i,J

1 ’ 1 ’ /
—§Z/d77 /d/\d;ij(r’))\[r’Qsin29’0082 Vi ([ = (1= NF Vs (7 + 3 )
ij 0

—1"sin @’ cos ¢'r NV, pi (|7 — (1 = N7 ) Vap; (|7 + A |)
+1"2sin? 0 cos® ¢ pi (|7 — (1 = N7 ) V2p; (7 + A7)
—r' sin @ cos ¢ pi(|7 — (1 = N7 ) V1!, Vop, (|7 + A7 |)
—1r'sin @’ cos 1 p; (|F — (1 — N7 )V, Vop; (|7 + A7 |)].

Simplificando se obtiene la expresion final
1 ot ,
o =5 > / dF / X (PN sin? 0 cos 'V, pi(lF— (L= VP D) (47)
. 0
2y
Vo0 ([ 4 M) + 12 sin? 0 cos® ¢ pi (|7 — (1 — N7 )V 2p, (|7 + A7 |)].

Considerando la propiedad vectorial correspondiente podemos simplificar ec. (47), el
resultado final es

1
o (7) = —% Z % /dF, / dA&;; (r") A2 sin® 0’ cos® ¢/ pi (|7 — (1 — N7 ) (48)
ij 0

0 /
—p; (|77 + A7 ).

or Pj (I )

De igual manera se obtiene la expresion correspondiente de la componente tangencial
restante

1 o [ [t _ _ , 4
% (F) = -5 Z o /dr /0 dA&;; (r") A sin? 0’ sin® ¢/ p; (|7 — (1 — N7 |) (49)
ij

0 . _'/
g/’jﬂr + A7 ).
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Se puede observar que aparentemente las componentes tangenciales son distintas.
Sin embargo, como el argumento del perfil de densidad no depende de ¢’, se puede
integrar esta cantidad y se concluye que ambas son identicas, como debe ser por
simetria.

El gran potencial en la geometria esférica se calcula integrando la componente normal
del tensor de esfuerzos en todo el espacio, la ec. (13) y la ec. (45) se tiene

1
Qi (F) = JZ/ dF/ df’/ dX 7 cos 0/ (") pi (|7 — (1 = N7 ]) (50)
2 i 0
0 . J
5y PiIT+ AT ).

Considerando que

- V(|7 + M) = T/COSGI%ijF"‘ M) = %Pj(IFJr 7).

Utilizando estas relaciones, realizando un cambio de variable y haciendo algunas
manipulaciones se obtiene

() = Z/ iy [ dr (7 = 73507 - ey ()Tl (51

Ahora definiendo una funcién auxilaiar W, de tal manera que satisfaga la relacion

(r —r®) @y(|r1 — 7)) = VOIW (|7 — 7)) = —=VOW (|7 — 72)). (52)

L

Usando esta relacién, realizando integracién por partes y algunas manipulaciones se
obtiene el resultado final para el gran potencial

Qo (7) = Z [ [ [ dses 4 7= 7 D90 0507 ). (53)

Esta es la expresién exacta, depende del perfil de la superficie esférica y el potencial
de interaccién de particulas en dos puntos distintos. Aunque se trata de un sistema
en tres dimensiones, el perfil de densidad es una funcién exclusiva de la coordenada
normal, de manera que el gradiente actia sobre una sola coordenada. El perfil de
densidad involucrado es el de una esfera de tamano arbitrario. Un valor asintético de
la ec.(53) se obtiene modelando el perfil de densidad como un escalén

pi(7) = piO(R — 1) + p,O(r = R). (54)

Esta aproximacion es apropiada cuando la superficie que define la regién interfacial
es muy grande comparada con el rango del potencial de interacciéon. Evaluando esta
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aproximacién se obtiene final para la expresiéon microscépica del gran potencial

i T e
Qinn[p(7)] = 47 R? Z ApiApj{—a/ ridrw;;(r?) + 2 / drrPwi;(r?)}.
0 0
ij
Se observa que ademéds de la tension superficial, existe una contribuciéon adicional
debido al doblado de la superficie. Esto sugiere una competencia entre estos dos
términos, el primero que tiende mantener plana la superficie y el segundo que indica

tiende a doblar la misma.

Fluidos inhomogéneos en la aproximacion de FMT

En la descripciéon microscépica realizada en los casos anteriores solo se toma en cuenta
la interaccion entre las moléculas, pero se ignora la geometria de las mismas. Usual-
mente se considera que estas son de forma esférica, pero no hay ninguna razon fisica
que indique que tengan que ser asi. A continuacién se muestra el cdlculo para el gran
potencial en la regiéon inhomogénea de una mezcla fluida, que se encuentra formando
una geometria plana. Se consideran particulas de diferentes geometrias, la mezcla de
ellas son de diferentes tamanos. La incorporacién de la geometria es de gran utilidad
en la descripcion de sistemas mesos cdpicos, por ejemplo una suspensién coloidal.

Gran potencial de mezcla de esferas duras

Ahora consideramos la funcién de Mayer de una mezcla coloidal, cuyas particulas se
pueden modelar como esferas duras de diferentes tamanos. El potencial de interaccién
que se considera es el de esferas duras, la funciéon de Mayer, se puede escribir en
términos de los bloques constructores del sistema de la siguiente manera

S9(7) = wi(7) @ wi (7) + wi(F) @ wi(7) + wi (7) ® wh(F)
o (7) @ wh(7) + why (7) @ wly (7) + wly (7) ® why (7, (55)

donde los términos indican la convolucién entre funciones peso en tres dimensiones

Mﬂ@ﬂﬂzjﬁ%mmmf—m

Eligiendo los vectores en la forma; 7 = (0,0,r), para la variable de integracién
Z = (r’sing’,r’cos¢’,z’), realizando los célculos explicitamente para el primer
término

47 0 (7) = [ Pawi@w)(@ 1)
1 o0 oo
— TRQ/ / O(Ri — Vr2+22)0(R; — /12 + (z/ —r)2)r'dr'dz’.
j J0 —00
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Haciendo g(r') = R; — /72 + (2’ — r)2, los limites de integracién de la variable g
son: g(r' =0) = R; — |2/ —r]; g(r' = 00) = —o0, con r'dr’ = —(R — g)dg. La
expresion se transforma en

. . 1 RJ-‘rT
wh(7) @ wl(F) = —/ O(R? — R? 4% — 2r2)dz".
2Rj —Rj+r !
J
Realizando el cambio de variable s5(z’) = R} — R} 4+ 12 — 2rz’, se tiene —& = qz,

_ ' 1 R?—R?—1?42rR; 1 R?—R?—r®42rR;

wi(7) @ wl () = / O(s)ds = s0(s)
° ’ ARjr Jp2 - g2 —r2—2rR, 4Rjr R?~R?—r2—2rR;

1
~ T = 0= Bye(R |~ By)
—(R} — (r+ R;)*)O(R; — |r + R])]. (56)

En forma analoga se calculan los siguientes términos de la funcién de Mayer de esferas
duras, los resultados que se obtienen son:
i : 1
W) @ wl(7) = (7 = (= R))O(R; — |r - Ri)

—(R} = (r+ R)*)O(R; — |r + Ril)],

. ; R;
Wi (7) @ wh(F) = STO(2Rir — |r + R — RY)),

. _ R
| (7) @ () = SLOCRT — i + RS — RE)),

. , 1

Wit (7) © why(7) = o (R? + B} = 12)0Rr — [r* + R? — ),
: , 1

() © () = g (R 4 B~ r)ORyr — |17+ R — B

Sustituyendo los términos anteriores en la ec. (55), se obtiene la funcién de Mayer.
Para escribir explicitamente el gran potencial, para una mezcla de esferas duras de
diferentes tamanos, cuando la region interfacial que los contiene describe una su-
perficie plana, como se indica en la siguiente figura. Sin embargo, es conveniente
identificar el vector que interviene en la funcion de Mayer, en la interaccion esfera-
esfera, se puede observar que 7/ medido en el laboratorio, véase la fig. (2), se escribe
como 7' = 7" — 7 donde 7" = (z,y,2+2') y ¥ = (x,y, 2) entonces 7' = (0,0, 2’) esto
implica que en la funcién de Mayer de esfera-esfera obtenida de la ec. (55) cambiamos
a7 por 2’, es decir,
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Figura 2. Punto de observacién en el laboratorio

5 = 4lez,[(R? — (¢ = R)®O(R; — |2’ — R;)
—(R? — (' + R))®)O(R; — |2 + Ry|)]
b U — (= RO, |2 R
—(R} = (' + R)*)O(R; — |/ + Ri)]
+%@(2Rizl — |2+ R} - R}|) + %@(mjz' — |2+ R2-RY)  (57)
+431iz, (R? + R} — 2”)0(2R;2' — |2 + R} — R}|)
b B R = SOQR |2 4 R~ )

Al sustituir la ec. (57) en la ec. (17) y posteriormente dicho resultado en ec. (10) se
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obtiene el gran potencial de esfera-esfera en geometfa plana, donde f5% = f;;(|7’])

Qunlp?1 = LS [ [t - 7~ et~ )

i=1 j=1
—(R = (' + Rj)")O(R; — |2 + Rj])]

T (B — (2 = R)*)O(R; — | — Ril)

4Rz
_(RZ — (' + R)*O(R; — | + R])]

R; R;
+5OQRZ — 2% + R - B|) + 5 50(2R;2' — 2" + R} — RY|) (58)
iRy (R? + R? — 2”)O(2R;2' — |2 + R} — R?|)

+4R'z’ (R? + R? — 2'2)@(2Rjz' — 2%+ RJZ - Rf|)}p,(z -2
j

8 pj(2)da’ dy' dz' dzdxdy,

si las esferas se consideran con el mismo radio el sistema seria mas simple. Al igual
que los otros sistemas en esté podemos obtener la tensién superficial, es una carac-
teristica de los sistemas con dicha geometria.

Gran potencial de mezcla de discos duros en tres dimensiones

Con un sistema de discos duros se pueden estudiar dos casos, en dos y en tres dimen-
siones. El caso de dos dimensiones es el caso estrictamente bidimensional, la normal a
la superficie de los discos apuntan en la misma direccién. Sin embargo, como estamos
interesados en la descripcién de una intercara, la cual no es bidimensional se omite
este caso.

Cuando los discos se mueven en un espacio de tres dimensiones tres dimensiones,
la normal a la superficie de los discos, pueden apuntar en cualquier direccién, el
resultado que se obtiene para la funcién de Mayer se puede escribir como [13]

—f5P (e d) = PP ee) 0w (&) + W (R o) oW (Fehe).  (59)
La convolucién tridimensional se indica como
() @ o) = [ deh(@g(@ - ),
Ahora los vectores se eligen en la forma, ¥ = (0,7, 2), €= (0,0,1), &’ = (V1 — 22sin @, V1 — 22 cos @, Z)
y la variable de integracién en la convolucién es & = (r'sin¢’,r' cos¢’, z’), donde

€ es siempre perpendicular al plano z'y’ y € comienza en cualquier coordenada del
plano 3z’ ambos son unitarios.
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Figura 3. (a) Mezcla de discos en el espacio, (b) se muestra el comportamiento del vector
unitario € que comienza en cualquier coordenada del plano y'z’.

Calculando explicitamente el primer término
iDD (= 2 > D o — | de3wiPP (7. & &NVl (7 — 7. &
wi”P (7,88 @wl (Fe') = xwi”(F, 8 e \w) " (T — T, ¢")

1 o g 0 V1—2%sing r’sin ¢’
—sw [ [0 )il Vi | x| oo )
i J—00 JO 1

z 0
O(r")o(R; —r")O(R; — \/7"’2 + 172 —2rr’cos ¢’ + 22)
7' sin ¢’ msingz
§(| r'cos¢p’ —r || V1I—Z22cosp |)r'de’dr’.
s =

Integrando respecto a la variable r’, y considerando la definicién de la funcién de
Heavside

X 1 27
wy(F,ee) ® wéD(F, é”):i |R; /1 — 2z2sin(p — ¢/)|®(R]2 — R? 4 2rR;cos ¢’ — 1?2
0

—22)6(Ri/1 — 22 cos(@ — ¢') — /1 — 22 cos ¢ — 22)d¢’,

realizando el cambio de variable g(¢’) = R;v/1— z%Zcos(@p — ¢’), se observa que
|RivV1—Z2cos(p — ¢')| < Riv1— 22, donde dg = R;vV1 — Z?sin(p — ¢’)d¢’. En-

tonces

; ; 1
wilP(7 8¢ @ wiP (7, 5’):§@(R2 — R? + 2rR; cos[@ + arccos(

rm CoSQ + 2Z
RV )]
—r? = 2)O(RiV1— 22 — |rV/1 — 22cos @ + 22|).  (60)

De manera equivalente se calcula el segundo término, el resultado que se obtiene es

i j 1
wi? (7, 8) @ wi"P (7 ' €) = §@(R12 - RJQ- +22—r?— 2ry/ R} — 22 cos[p + arccos

ZZ O(/R2 — 22/1 — 22 — |23]). (61
( R;_z2m)]) (/B2 = 2V/T= 2 — |z2)). (61)

J

Sustituyendo el resultado de cada una de las convoluciones ecs. (60) y (61), en la
ec. (59), se obtiene la expresién final de la funcién de Mayer disco-disco en tres

REVISTA DE CIENCIAS BAsicas UJAT, 11(1)Junio 2012 p 26-57



50 Neftali Charles Jiménez Segovia, José G. Segovia-Lépez y Jorge Alejandro Bernal Arroyo

dimensiones. También en este caso es conveniente tener claro donde se define el
vector 7/, véase la fig.(4), el cual desde el laboratorio se escribe como 7' = 7" — ¢
donde 7' = (z,y +v', 2+ 2') y ¥ = (z,y, 2) entonces 7' = (0,7, z'), por lo tanto en
la funcién de Mayer disco-disco en tres dimensiones obtenida de (59) se reemplaza r

por ¥’ y z po Z’, es dada por

Figura 4. Punto de observacién en el laboratorio

V1 —Z2cosp + Z’Z)]
RVI-2
—y? = 2?)O(RV1 — 22 — [y /1 - 22 cos p + 22 (62)

1
—1—56(1%242 —Ri 427 -y =2y \/R? — 2" cos[p +
Z'z
arccos( MO/ R? — 22/1 — 22 — |2'7]).
\/ B = 22V1 - 22 ’

;—

1
—fPP(F e = 5G)(R2 R? + 2y R; cos[p + arccos(y

Ahora calculamos el gran potencial para una mezcla de discos duros de diferentes
tamanos, contenidos en una region interfacial plana embebida en un espacio tridi-
mensional, para ello necesitamos sustituir la funcién de Mayer de disco-disco en tres
dimensiones calculada previamente, en la ec. (17) y posteriormente dicho resultado
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en la ec. (10) se obtiene el gran potencial, donde — DD(

il = 51325 [ [{eun

i=1 j=1

7', & e") = fi;(J7']), entonces

y'V1—22cosp+2'2
Riv1 — 72
O(RiV/1— 22— |y /1 —22cos g+ 2'2)

1 2 p2 2 / 2
+2@(Rz Ri + 2 —2y'y/ R} — 2" cos[p + (63)
2'z
arccos( MO/ R? — 22/1 — 22 — |z’z|)}pl(2 —2)
R =22V = 22 !

)] _ y/2 _ 2/2)

+2y' R; cos[p =+ arccos(

88 i (2)dx’ dy' dz' dzdxdy,

depende del radio de los discos duros y la coordenada normal.
Gran potencial de mezcla de esferas y discos duros

Ahora se considera una mezcla de particulas de esferas y discos duros, en este caso
la aproximacién para la funcién de Mayer de esfera-disco, fsp ~ f¢), esta dada por

—fEP(F,8) = wi(F) @ Wil (7, @) + wi (F) © wiP(7, @) (64)
+wiP(7,8) @ wiP (7, &) — wiSP (7, @) @ Wil (7, ).

El centro del disco es localizada en el plano xy con su centro en el origen, el centro de
la esfera es localizado en el plano yz; las coordenadas que se eligen son ¥ = (0,7, 2),
¢€=1(0,0,1), & = (r'sin¢’,r' cos ¢’, z’).

Calculamos la expresién para el primer término

%@®%Wﬁ@:/fm?@a%@fm

2m
12 2
///2RR 242

(r'sing’,r’cos¢’,2") - (0,0,1))

Ri — /T2 412 =211/ cos ' + (2/ — 2)2)r'de dr'dz’
1 2m

27T

O(R;)O(R; — \/R]2 + 712 = 2rRjcos ¢’ + 22)d¢’.

Haciendo el siguiente cambio de variable ¢ = ¢’ — 7, lo cual implica un diferencial
d¢’ = d¢, considerando la propiedad de la funcién de Heaside para ©(R;), tenemos
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, , 1 [
wy (M) ® wiP (7€) = > O(R; — \/RJ2 +1r24+2rRjcos ¢ + 22)d¢

—T

1 ™
;/0 O(R; — \/R? + 172+ 2rR; cos ¢ + 22)d¢.

Realizando otro cambio de variable g(¢) = R; — \/ RJZ + 172 +2rRjcos ¢ + 22, el ele-

2(leg)dg

obtenemos
[r2+R2+22—(Ri—g)?]?’

mento diferencial de la variable, d¢ = T
J

Wi (M) @ W) (7. €) =

1/3\/W 2(R; — g)©(g)dyg
T JRi— /R 2R 2 \/47“23? — 2+ BE 4 27— (R — g)]?
O(R; — \/R? +12+2rR; + 22)

r? + R? + 22 — R}
2’/‘Rj

)O(2rR; — lr? + RJQ- + 22 — R?)),

1
+— arccos(
™

donde O(R; — \/R]2 + 12+ 2rR; + 22) = 0 ya que no existe traslape entre el disco y

la esfera para ¢ = 0, véase fig. (5). Se puede observar que en el traslape disco-esfera,
es semejante al traslape de disco-disco en dos dimensiones, al momento de traslaparse
la esfera con el disco, surge el disco de radio R] localizado en el origen del sistema
con el disco de radio R} = \/R? — 22 localizado en (0,r,0), el resultado es

Mo hay traslape Traslape

k7
H
1
i
3 R; t
A Y
i ,
' Yy

R;
L - 1"
= =0 |

™

my

Figura 5. Mezcla de discos y esferas

. . 1 2+ R? — R? + 22
wi () @ wiP (7, ) = p arccos( J27"Rj ; )

©(2rR; — |r* + R? — R} + 2%|). (65)

Los términos restantes se obtienen en forma analoga
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r?+ R} — 2> — R?
2ry/R2 — 22

)

©(2r\/R? — 22 — |r* + R} — 2> — R})), (66)

) . 1
Wh(7) © wiP(7,8) = —arceos(

WP (7, ) @ Wi (7. 8)
, | 1
w7 @ Wl (7. &) = —O(r\[R 22— |r* + B} — 2 — RS
[r? — (VR? — 22 — R;)?] (67)

IR =)~ [+ R — 22— R

Sustituyendo los resultados anteriores ecs. (65), (66) y (67) en la ec. (64), se obtiene
la expresion final de la funciéon de Mayer en este nivel de aproximacion. Para calcular
el gran potencial, es necesario incorporar la funcién de Mayer. Sin embargo, es con-
veniente primero identificar correctamente las variables que intervienen en la funcién
de Mayer. Se observa que en este caso 7/ medido en el marco de el laboratorio véase

Figura 6. Punto de observacién en el laboratorio

la figura (6), se escribe como 7/ = 7" — 7 donde 7"’ = (z,y+y', 2+ 2 ) y 7= (2,9, 2)
se puede notar que ambos vectores tienen la misma componente abscisa solamente
cambian en la componenete ordenada y vertical, entonces ¥ = (0,¢', 2’) esto implica
que en la funcién de Mayer de esfera-disco obtenida de la ec. (64), hacemos r =y’ y
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z=2', es decir,

12 12 2 2
+ 2+ R% — R?
/ L0 2y Ry — |y? + 2 + R — R?))

1
—fép(r!) = - arccos(

2y/Rj
1 y” + R} - R2 2 ”2 2 » 2
+— arccos( ™ Rf — L)0(2y"\/ R? — 22 — |y + R} — 2"° — R}|)
1 / 2 2 2 2
+;6(2y' Rf - 22 —|y? + R} — 2"* - RY|) (68)
/2 R2 — 52 _ 2

¢4<y/2><R - z/?) 2+ R - R

Como en todos los casos anteriores la propiedad termodindmica mas relevante es
el gran potencial del sistema, el cual es una medida de la energia necesaria para
mantener esta superficie, esta cantidad se obtiene sustituyendo la ec. (68) en ec. (17)

y posteriormente dicho resulto en la ec. (10), donde fi;(|7']) = —f&p ('), el resultado
final es
kBT y’2 + 2%+ R} — R}
Qinn[p(7)] = Z Z // { arccos( J )
=1 j=1 2y/Rj

ORy'R; — |y + 2%+ R2 — R?|)

1 "+ R} — R2
+— arccos(y 2 R% = L)O(2y'\/R? — 2”2 — |[y* + R} — 2* — R?|)

1
+;@(2y’\/Rf — 22 — |y'2+Ri2 — 2" —R]2-|) (69)
[y/2 ( 2

R? — 22 — } ( N
- pi(z—z
¢4<y'2><R3 — %)~y R -2 - R

8 pj(2)da’ dy' dz' dzdxdy.

De esta manera se concluye el calculo del gran potencial que representa el costo por
mantener una intercara con esta geometria y estos constituyentes.

Se puede notar que en cada caso el gran potencial depende de las caracteristicas
geométricas de las particulas que lo constituyen. La aproximacion de van der Waals
estd de acuerdo con otras teorfas [3, 23], la cual hace comparacién con resultados
esperimentales.

4. Conclusiones

Una de las herramientas méas potentes para investigar las propiedades de los fluidos
clasicos es la técnica del funcional de la densidad que se basa en proponer la energia
libre de Helmholtz como un funcional de la densidad de particulas, cuya minimizacién
proporciona los perfiles de densidad de equilibrio. En este trabajo hemos considera-
do una variante de esta, conocida como la teoria de tensor de esfuerzos, la cual se
ha utilizado para describir mezclas fluidas inhomogéneas de varios componentes en
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escalas microscépica y mesoscdpica.

En el primer caso se realiza la descripcién de un fluido simple, se utiliza una extensién
de la teoria de tensor de esfuerzos para mezcla en una aproximacién de van der Waals,
para un sistema de particulas con un potencial de interaccién esféricamente simétrico
de corto alcance. La aplicacion a dos geometrias sencillas; planas y esféricas, ponen a
prueba la capacidad de prediccién de esta teoria, pues permite verificar su consisten-
cia con el caso monocomponente de la misma y con otro punto de vista. El objetivo
de analizar esté sistema es calcular las expresiones microscépicas de las propiedades
interfaciales. Para este fin, primero se calcula el tensor de esfuerzos, cuya componente
normal esta directamente relacionada con el gran potencial, esto es la energia libre
de la regién interfacial. En cada caso se calcula la expresién microscopica correspon-
diente, de la cual se pueden derivar las propiedades de la superficie. Sin embargo,
para realizar esta tarea, fue necesario tomar en cuenta su equivalente fenomenoldgico,
es decir el Hamiltoniano de Helfrich. Para la geometria plana se calcula la tension su-
perficial, cuya expresién microscopica esta de acuerdo con la expresion que se predice
con el enfoque de fluctuaciones [21] y en el limite asintGtico del perfil de densidad
como un escalén coincide con otros puntos de vista. Mientras que para la superficie
esférica la situacion es més complicada, pues debido a la curvatura emergen otras
contribuciones. De acuerdo con el modelo de Helfrich, para esta energia, ademas de
la tensién superficial existen contribuciones debido al doblado de la superficie. Esto se
interpreta como una competencia entre ambos términos de superficie y de curvatura;
mientras que el primero tiende a hacer superficie, el segundo tiende a doblarla. En
nuestro caso, hemos obtenido expresiones microscépicas explicitas de cada una de
estas contribuciones, considerando un perfil de densidad escalén. Esta aproximacién
es apropiada cuando el radio de curvatura de la superficie es muy grande comparado
con el rango del potencial de interacciéon. Los resultados obtenidos estan en acuerdo
con otras predicciones y se reducen a los valores del caso monocomponente.

En el segundo caso se considera la aproximacion de la teoria de medidas fundamen-
tales (FMT), la cual pretende proporcionar una receta para construir el funcional de
densidad de energia libre de Helmholtz, partiendo de primeros principios; es decir
considerando la forma de los constituyentes basicos del sistema y bajo la condicién
de que describa correctamente los fluidos altamente confinados. En nuestro caso
hemos utilizado FMT para describir una mezclas coloidales con potencial de inte-
raccién de nicleos duros, se han considerado las siguientes mezclas: discos-discos en
dos dimensiones, discos-discos en tres dimensiones, esfera-esfera y esfera-disco. El
nivel de aproximacién que se utiliza es campo medio, pero ahora la funcién de Mayer
desempena un papel central, pues esta captura la geometria de las particulas. Esta es
la razén por la cual se calcula esta cantidad para cada uno de los sistemas en consi-
deracion, los resultados dependen de las caracteristicas de las particulas. También es
necesario tomar en cuenta la geometria de la regién interfacial, la cual es capturada
por el gran potencial. Para propdsitos practicos, consideramos el caso méas simple, la
de una intercara plana. En este caso, la unica propiedad de la superficie que podemos
calcular es la tensién superficial, la cual es obtenida para cada uno de los sistemas.
Para el sistema de mezcla disco-disco en dos dimensiones, se encontré que los perfiles
de densidad estan acoplados con la coordenada vertical del plano que contiene la
region interfacial. El resultado cambia drésticamente si la region interfacial tiene un
espesor, pues la normal a la superficie de los discos puede estar orientada en cualquier
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direccién del espacio tridimensional. En este caso surge un acoplamiento natural en-
tre la funcién de Mayer y los perfiles de densidad a través de la coordenada normal
a la superficie de la regién interfacial. El resultado para los sistemas de esfera-esfera
y esfera-disco tiene un comportamiento similar al anterior. El analisis de la regién
interfacial con otros tipos de particulas y otras geometrias de la region interfacial es
tarea pendiente en este tema.
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