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Estas notas ofrecen una introduccién al algebra homoldgica a través de ejemplos clédsi-
cos. La discusién de temas como el teorema del rango, la cohomologia de de Rham y
el complejo de Koszul sirven de pretexto para introducir las definiciones bésicas del
algebra homolégica. La tltima seccién es una introduccién a mdédulos proyectivos y
Hom.

This notes gives an introduction to homological algebra through classical examples. By
means of topics like the rank theorem, the de Rham cohomology and Koszul complexes
the basic concepts of homological algebra are introduced. The last section is devoted
to an introduction to projective modules and Hom.

1. Introduccién

Estas notas estan basados en el minicurso que ofreci en la I Escuela de Invierno de
Geometria y Dindamica que se realiz6 del 31 de enero al 4 de febrero en la Universidad
Auténoma Judrez de Tabasco. La intencién del minicurso era doble: introducir los
conceptos bésicos del dlgebra homoldgica y mostrar varias situaciones, provenientes
de diversas ramas de las matemadticas, en que estos conceptos pueden resultar utiles.
Estas notas cumpliran su cometido si después de leerlas algtn lector siente curiosidad
por estudiar con més detalle algunos de los ejemplos o conceptos planteados aqui, y
esta dispuesto para esto a enfrentarse con las usualmente aridas primeras paginas de
los tratados de algebra homoldégica.

Aunque el minicurso const6 de 4 lecciones he dividido estas notas en 5 lecciones,
por considerar que prestaba mas orden al texto. Varios ejercicios se encuentran dise-
minados en el texto, por lo general indican un enunciado que debe demostrarse para
completar las aserciones hechas. El lector debe notar que podria haber muchos més de
este tipo: seria deseable que donde quiera que aparezca una afirmacién sin demostrar
o alguna ambigiiedad en el planteamiento, se detuviera a pensar en el asunto.

Debo expresar aqui mi sincero agradecimiento a los organizadores de la Escuela,
Drs. Victor Castellanos y Gamaliel Blé por su entusiasmo y eficiencia. La utilizacién
de un pizarron electréonico, en que quedaron grabados nuestros apuntes del curso, sim-
plificé notablemente la elaboracién de estas notas. Finalmente, todos los participantes
contribuyeron para que esta semana en Villahermosa fuera una oportunidad dnica pa-
ra hablar sobre mateméticas en un ambiente al mismo tiempo serio y relajado, de
auténtico companerismo.

* .
alexis@mate.reduaz.mx
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2. Leccion 1: El Teorema del Rango

Sean F y F espacios vectoriales definidos sobre un campo k (el lector puede pensar
en R 6 C). En todo curso elemental de dlgebra lineal se demuestra el siguiente:
Teorema 1 (del rango) Sea f : E — F, una aplicacion lineal, entonces:

dim F = dim(Kerf) + dim(Imf).

En este enunciado, como es usual, Kerf:={x € E| f(x) =0} e Imf:={y € F |

€ B, f(z) = y).

Estos dos conjuntos son subespacios vectoriales de E y F, respectivamente. Al
numero dim(Imf) se le llama el rango de f, de ahi el nombre del teorema.

Nuestro primer paso hacia el dlgebra homoldgica serd reescribir en otros términos
este teorema. Ante todo observemos que dada f tenemos la siguiente sucesion de
espacios vectoriales y aplicaciones lineales:

KerF *» E 1 Imf,

donde 7 es la inclusién. Esta sucesion satisface:

1. 7 es inyectiva,
2. f es sobreyectiva,

3. Im(i) = Kerf.
Esto sugiere la siguiente:

Definicién 1 (sucesién exacta) Sea:
Vi oViagds Vil Vi ds L (ie),

una sucesion de k-espacios vectoriales V; y de aplicaciones k-lineales y cada f; : V; —
Vig1.

V" se llama una sucesién exacta si para todo i € Z Imf; = Kerf;11.

Ejemplo 1. Si f : E — F es una aplicacién lineal, entonces 0 — Kerf +— E i1—
Imf — 0, es una sucesién exacta.

En general una sucesion del tipo

0— VL vy L2s 15 0,

es exacta si y solo si:
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1. fi es inyectiva,
2. fa2 es sobreyectiva,

3. Imf1 = Kerfo.
En tal caso se le llama sucesion exacta corta.
Ejercicio 1. Demostrar la afirmacién anterior.
Ahora estamos en condicién de enunciar nuestro teorema del rango generalizado.

Teorema 2 (del rango) Se consideran los siguientes casos:

a) Para toda 0 — V4 BITIN /A N V3 — 0, sucesién exacta corta, se satisface: dim Vo =
dim Vi + dim V3.

b) Para toda sucesién exacta V' : -+ — Vi3 Jizy Vi iy Vit Lixy ..., se satisface:
Eiel(—l)dimV[ =0.

Como corolario obtenemos la formulacién original:

Corolario 1. Si f: E — F es una aplicacion lineal, entonces:

dim F = dim(Kerf) + dim(Imf).

Prueba. Como 0 — Vi s Vo 25 V3 — 0 es exacta, tenemos las siguientes
identificaciones:

= 11 se puede identificar, mediante f1, con un subespacio vectorial de V5 : Vi C Va,

» V3 ~ V5 /Vi, el espacio cociente de V2 por el subespacio V;.

Sea {eq,...,e;} una base de V5 y {e1,...,¢} una base de Vs. Sea {€},...,¢} un
“levantamiento” a V5 de la base elegida en V3.

Sea v € V un elemento arbitrario de V5, existen 3; € k tales que:

l
f2(v) = Biej.
j=1

Levantando esta relacién a V5 tenemos:

l
“ZZﬁj€§+vo, vo € Kerfa ~Vi.

j=1

Por tanto,
1 k
/!
v = E ﬁjﬁj + E a;e;,
j=1 i=1
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para alguna coleccién {a; € k}. Esto demuestra que {eq, ..., ex, €}, ..., €/} es un con-
junto generador de V5. La demostracion de que estos elementos son linealmente in-
dependientes es similar. m

Ejercicio 2. Demuestre la parte b) del teorema.

3. Leccién 2. Formas diferenciales en R2.

Todas las funciones que consideraremos en esta leccién son de clase C*°. Resu-
mimos en la siguiente tabla las definiciones y propiedades elementales de las formas
diferenciales en R2.

Expresién Conjunto (conexo) Expresién de la integral
de integracién
Q° f p € R? fp)
Q' w = pdr + qdy curvas I' C R? Jrw= fol (p(t)¥4(t) + q(t)~4(¢))dt

02 hdz A dy dominios U C R* [ [;, hdx A dy( integral de Riemann)

En estas expresiones f,p, ¢, h son funciones (de clase C*°) y T" es una curva, esto
es, la imagen en R? de una funcién de clase C': v : [0,1] — R2,

La expresién p(t) tiene el significado p(t) = p(71(t), y2(t)).

Los elementos de Q' se denominan i-formas. Estos espacios vectoriales tienen apli-
caciones naturales definidas entre ellas, los llamados operadores diferenciales o simple-
mente el diferencial d : ) — Q1. Se definen por medio de las siguientes expresiones:

v si f€QY(~C®), df = fodz + f,dy,
» siw=pdr+qdy € Q' dw:= (p, — q.)dz A dy.
El diferencial de toda 2—forma es cero. De este modo podemos definir una sucesiéon
de espacios vectoriales y aplicaciones lineales:
Q:0-0" 4,04, 0% 0.
Nos preguntamos si esta sucesion es exacta. La respuesta a esta pregunta es obvia-

mente negativa, pues si f € Q° es cualquier funcién constante df = 0. Esta dificultad
podemos salvarla modificando nuestra definicién de €':

QO 0—-R-Q°4, Q45 0%,

con la nueva aplicacion definida como la inclusién.
Ejercicio 3. Demostrar que d : Q' — Q2 es sobreyectiva.

De este modo €2 es exacta si y solo si para 1-formas w = pdx + qdy las condiciones:
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b) existe f € QY tal que f. = p, f, = ¢ son equivalentes.

Definicién 2 (formas cerradas y exactas) Una 1—forma w = pdx + qdy se llama cerrada si
dw = 0 (equivalentemente si p, = ¢,). w se llama exacta si existe f € Q0 tal que

fe=py fy=q

Asi nuestro problema es investigar si para 1—formas son equivalentes las condicio-
nes de ser exacta y cerrada. Una de las dos implicaciones es una simple consecuencia
de la conmutatividad de las derivadas parciales mixtas, si f € Q°, entonces:

d*f = d(df) = d(fodz + fydy) = (fay = fye)dz A dy = 0.

Esto es, toda forma exacta es cerrada. El reciproco de esta afirmacién también es
cierto. Sea w una forma cerrada, definamos

f(p) ::/0 w, peR%

El significado de la integral es tomar cualquier curva v tal que v(0) =0y (1) = p.
Por supuesto, para que esta definicién tenga sentido es necesario que el valor de la
integral sea independiente de la curva v elegida, o equivalentemente que para toda
curva cerrada T' (v(0) = v(1)):
w = 0.
r

La independencia de la integral con respecto a la curva de integracién la garantiza el
teorema de Green:

Teorema 3. Sea w una l—forma y I' una curva cerrada en R2, entonces

/w:/ dw.
r re

Donde I'* denota el interior de I'.
Ejercicio 4. Demuestre que efecto d( ) w) = w.

Con esto resolvemos completamente el problema planteado, siempre que trabaje-
mos en R?, pero jqué sucede si consideramos formas definidas sobre dominios arbi-
trarios U C R2?? Nuestro tiltimo argumento ya no serd valido, pues la demostracién
del teorema de Green se basa en el hecho de que el interior de I' es un dominio
simplemente conexo del plano.

Consideremos, por ejemplo, U = A; — {(0,0)}, el disco abierto de radio 1 menos
el origen. De ahora en adelante Q¢(U) denotara el espacio de i—formas diferenciales
definidas sobre U, o sea las funciones que aparecen como coeficientes de nuestras
formas seran ahora elementos de C*°(U) . Nuevamente nos preguntamos si la sucesién
Q' (U) es exacta. Naturalmente, el mismo argumento usado anteriormente demuestra
que toda forma exacta sobre U es también cerrada. Sin embargo, toda forma cerrada
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no es exacta. Para convencernos de esta ultima afirmacién introducimos las formas
diferenciales complejas.

Identifiquemos el plano R? con C del modo usual, z = z+iy. Una forma diferencial
compleja w es una expresién del tipo w = f(2)dz, con f(z) = u(z,y) + iv(z,y) una
funcién diferenciable con variable y valores complejos y dz = dx + idy.

La expresién de w puede reescribirse como:

f(2)dz = (u(z,y) + iv(z, y))de + (iu(z, y) — v(z,y))dy.

Vista de este modo toda forma diferencial compleja es una forma real pero con valores
en los nimeros complejos. Ahora bien, w serd cerrada si y sélo si:

(u+iv)y = (iu —v),,

esto es, si y sélo si:
Uy = —Vp, Uy = Vy.

Estas son las bien conocidas condiciones de Cauchy-Riemann. Podemos concluir en-
tonces que una forma diferencial compleja f(z)dz en U es cerrada si y sélo si f(z) es
una funcién holomorfa en U. Como un subproducto de nuestra discusién obtenemos
el siguiente teorema de Cauchy, que es la base de la teoria de funciones holomorfas:

Teorema 4. Sea I' C C una curva simple tal que su interior U es un dominio sim-
plemente conexo. Si f es una funciéon holomorfa en una vecindad de U entonces

/P F(2)dz = 0.

Para finalizar, regresemos a nuestro dominio U = A; — {(0,0)}. Consideremos la
forma compleja %dz, que es holomorfa en U. Sabemos por tanto que nuestra forma
es cerrada, sin embargo esta no puede ser exacta, pues de serlo su ”primitiva”, in(z)
tendria una rama bien definida en U.

Ejercicio 5. Deducir de lo anterior que la sucesién € (U) no es exacta.

4. Leccion 3. Complejos de médulos y homologia

La propiedad d?f = 0 para toda funcién diferenciable f sugiere de manera natural
la nocién de complejo. Sin embargo, antes de plantear la definicién introducimos una
clase de objetos que generalizan el concepto de espacio vectorial y para los cuales
puede ser definidos igualmente los complejos.

Para simplificar la discusién suponemos que R es un anillo conmutativo y con 1
(por ejemplo, k[x1, ..., ;] el anillo de polinomios en n variables).

Definicion 3. (Definicién de médulos) Sea R un anillo (con las convenciones ante-
riores), un R—moédulo M es un grupo abeliano (M, +) provisto de una aplicacién:
Rx M — M, (r,m)— rm que satisface:
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i) Va € R, la aplicacién M — M, m — am es R—lineal,
ii) Yai,a2 € Ry m € M, (a1 + a2)m = a1m + azm.
iii) Vm € M, Im =m.
Ejemplo 2. 1. Si R = k es un campo, entonces los k—mddulos son precisamente los
k—espacios vectoriales.
2. R es un R—mdédulo con R x R — R la multiplicacién del anillo.
3. Si I C R es un ideal, entonces I es un R—mddulo con la multiplicacién del anillo.

4. My C M; es llamado un submdédulo de M si es un subgrupo de Mz y RMy C M;. En
tal caso el grupo cociente Mz /M; es un R—médulo.

5. Si My, M2 son R—moddulos, la suma directa My @ Mz es un R—mdédulo. En particular
la suma directa de R consigo mismo n veces, R", se denomina el médulo libre de rango
n.

6. Los espacios Q' son Q°-médulos.

Entre dos médulos definidos sobre un mismo anillo existe la nocién de aplicaciones
R—lineales. Nétese, por ejemplo, que la aplicacién R—lineal d : Q' — 02 no es
Q9 —lineal.

Definicién 4 (complejos) Sea M : --- — M; 4 dimy M; di, M1 tisp ..., una
sucesion de R—modulos y aplicaciones R—lineales. M se llama un complejo si, para
todo k € Z, dy41 o dj, = 0.

La condicion dy11 o di, = 0 es equivalente a I'mdy, C Kerdyyi. Si ademas Imd;, =
Kerdpy1, M se llama sucesién exacta.

Ejemplo 3. Sea U = A; — {(0,0)} entonces, por la discusién de la leccién anterior,
Q' (U) es un complejo pero no una sucesién exacta.

Definicién 5 (cohomologia) Sea M un complejo de R—moddulos, el i—ésimo médulo de
cohomologia de M" se define como:

HY(M') := Kerd;/Imd;_;.
En particular si U C R? es un dominio a la cohomologia de Q' (U) se le llama

cohomologia de “de Rham” de U y se denota por Hi,(U). Reformulando nuestro
andlisis sobre las formas diferenciales en R? podemos establecer:

U C R? es simplemente conexo <= Hp,(U) =0.

Este hecho es la primera manifestacion de un principio general: la cohomologia de
complejos nos brinda informaciéon muy importante sobre los objetos que estamos estu-
diando. Esta informacién puede ser, dependiendo del contexto, algebraica, topoldgica
o geométrica.

También es posible definir un morfismo entre dos complejos. Si My N° son dos
complejos tenemos:
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Definicién 6 (morfismos de complejos) Un morfismo « : M° — N', es una coleccién de
aplicaciones R—lineales «; : M; — N; tal que los cuadrados

di—1
My —— M; ,

0;—1\L iai
1

i—1
N;_y —— N;

conmuntan para todo ¢ € Z.

Ejercicio 6. Dado a: M" — N’ un morfismo de complejos demuestre que a induce
una aplicacién R—lineal: o* : H/(M") — H'(N")

La siguiente definicién es la clave para comparar la cohomomologia de complejos.

Definicién 7 (morfismo cero-cohomélogico) Un morfismo de complejos o : M — N°| se dice
cero-cohomélogico si existe aplicaciones R—lineales

hi: M; — ]Vi—la

tales que oy = h;;+1dk + 0p_1h.

Lema 1. Si a es cero-cohomoldgica entonces a* es la aplicacién cero.

Prueba. La primera observacion es que oy envia el ker(dy) en el kernel de d; (esto es
precisamente lo que permite definir «*). Sea m € ker(dy). Entonces:

ar(m) = hgprdi(m) + dp—1he(m),

pero di(m) = 0, y dx_1hi(m) € Im(dx_1), y por tanto su clase es cero en H*(N'). m

El modo mas usual de obtener informacién de este lema es notar que si dos mor-
fismos: a, 3 : M — N’ satisfacen que a — 3 es cero-cohomologica, entonces o* = G*.

5. Leccién 4. Dos ejemplos de complejos

5.1 Complejo de Koszul de longitud 2

Comenzamos con la siguiente definicién basica:

Definicién 8 (divisor de cero) Sea R un anillo (conmutativo y con 1), z € R se llama un
divisor de cero si dy € R, y # 0 tal que zy = 0. Si = no es divisor de cero se le llama
elemento regular.

Dados cualesquiera dos elementos x,y € R definimos (z : y) := {a € R | ay €<
x>}
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Ejercicio 7. Demuestre que (x : y) es un ideal de R.

Sea z € R, definimos el siguiente complejo: K (z) : 0 —» R %> R,

A pesar de su aspecto inofensivo la cohomologia de este complejo nos brinda alguna
informacién sobre z. En efecto, H(K (z)) = Ker(R 2> R) = (0 : x), de modo que
x es regular si y sélo si HO(K(z)) = 0.

Un problema mas interesante se presenta si elegimos dos elementos x,y € R y de-
finimos la nocién de conjunto regular. El conjunto ordenado {z,y} se llamara regular
si:

a) x es regular,

b) la clase de y en R/ < z > (denotada por %) es regular.

Supongamos entonces que x es regular y sea y cualquier otro elemento en R.
Definimos el complejo:

y
K(m,y):OﬁR%R@R%’y)RHO.

Es facil comprobar que esta sucesion es, en efecto, un complejo. Calculemos su coho-
mologia:
H(K(z,y)) = Ker(dg) ={a € R|ay =0y ax =0} =0,

ya que x es regular.

Veamos ahora quién es H'(K (z,y)) = Ker(d1)/Im(dp). En primer lugar

Ker(d:) = {(§) | —az + by = 0}.

La condicién by = ax implica que b € (z : y). Inversamente, si b € (z : y), entonces
existe a tal que by = ax, ademds este a serd tinico pues la existencia de a’ # a con
la misma propiedad implica que x es divisor de cero. Esta correspondencia biunivoca
establece un isomorfismo de ideales (esto es, dicha correspondencia es R—lineal):

Ker(dy) ~ (z : y).

Por otro lado
Im(do) ={(&) | c € R}.

De este modo Im(dy) puede ser identificado, a través del isomorfismo anterior, con
el ideal generado por <  >C (z : y). En conclusién:

HY (K(z,y) =~ (z:y)/ <z >.
Ahora estamos en condicién de formular la conclusién de nuestro andlisis:

Proposicon 1. Sea z € R un elemento regular, y € R. El conjunto ordenado {z,y}
es regular si y sélo si: H' (K (z,y)) = 0.
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Prueba. § € R/ < x > es regular si y sélo si

0:9)~(r:y)/ <z >~ H' (K(z,y)) = 0.

Este ejemplo ilustra una vez méas cémo la cohomologia de complejos codifica im-
portante informacién sobre los objetos estudiados. En este caso la informacién es de
tipo algebraica.

5.2 Homologia simplicial

El siguiente ejemplo puede ser considerado, junto con el teorema del rango y el
estudio de formas cerradas, como la motivaciéon histérica méds importante para el
surgimiento del dlgebra homoldgica.

Sea X una superficie de Riemann compacta (o mds generalmente una 2—variedad
real, conexa, compacta, sin frontera y orientable). Un tridngulo en X se define como
la imagen del tridgulo “estandar” en R? bajo una aplicacién homeomorfa. Més pre-
cisamente, Ay C R? es el tridngulo definido por los vértices vy = (0,0), vy = (0,1),
ve = (1,0), una orientacién se define como un ordenamiento de los vértices, concre-
tamente tomamos:

Vo < V1 < V3.

Con esta orientacién tiene sentido hablar de la regién interior a Ay y cometiendo un
ligero abuso de lenguaje llamaremos A, al tridngulo junto con su interior.

Similarmente definimos el eje estandar en R? como el segmento de recta orientado
Ay = vguy y el vértice estandar como el punto Ag = vg. Ademads los tres ejes de Ao
seran denotados por:

IO = ’Uﬂ]g, Il = ’U(ﬂ}l7 IQ 1= Vg1 (Z Al)
Es completamente natural definir la frontera orientada de A; como:

6(Az) = Iy — I1 + Iy,
5(A1) = Vg — V1,
5(Ag) =0,

(el lector estd invitado a convencerse de la “naturalidad” de estas definiciones me-
diante un dibujo).

Finalmente, se define C;(X) como el grupo abeliano libre generado por todas las
posibles imdgenes homeomorfas de A; en X. El operador § definido anteriormen-
te puede extenderse por medio de imagenes homeomorfas y linealidad a los grupos
C;(X). Como resultado obtenemos un complejo de Z—mddulos (o sea, de grupos
abelianos):

Ca(X) 2= C1(X) 2 Cy(X) — 0.

Notese que en este caso los médulos que forman el complejo estan numerados en
orden decreciente. De un modo ingenuo podemos decir que debido a esta notacién
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hablamos de “homologia” del complejo, en lugar de cohomologia. La verdadera razén
de este cambio de notacién hay que buscarla en la nocién de dualidad de médulos.

La homologia de este complejo, llamada homologia simplicial y denotada por
H;(X,Z) guarda toda la informacién esencial sobre la topologia de X. Por ejem-
plo, debido al hecho de que X es conexa, o mas exactamente arco conexa, se deduce
que Hy(X,Z) =Z.

En efecto, todo elemento de Cp(X) estd en el nicleo de la aplicacién frontera, si
p,q € X son dos elementos cualesquiera de Cy(X) existe una curva y con y(0) = p, y
(1) = g. Por tanto p — ¢ € Cp(X) estd en la imagen de §, puesto que es la frontera
de v € C1(X). Esto demuestra que Hy(X,Z) es el grupo libre sobre Z generado por

p.

El grupo Hy(X,Z) ~ 729, donde g es el género de X, clasifica la clase topolégica de
X. El lector podréa encontrar en las notas de A. Castorena, en este mismo volumen,
la definicién de género.

6. Leccién 5. Homg(IN, —)

Sea R un anillo conmutativo y con 1. Fijemos un R—mddulo N, a cada R—mé-
dulo M le asignamos el conjunto de R—aplicaciones lineales N — M, este conjunto
se denota como Hompg(N, M), y tiene una estructura de R—mdodulo, definida por la
suma y el producto puntuales.

Ejercicio 8. Compruebe que Hompg(N, M) es un R—médulo. Haga notar que la
condicién R es conmutativo es indispensable para definir la estructura de R—médulo.

Para simplificar la notacion es conveniente denotar la clase de todos los R— médu-
los por Modg y la asignaciéon anterior por:

Hompg(N,—) : Modr — Modpg.

Esta asignacion no sélo define una aplicacién entre modulos sino también entre mor-
fismos de médulos. Si
f : M1 — Mg

es una aplicacién R—lineal definimos
fN : HomR(N, Ml) — HomR(N, Mg)

por medio de la composicién: fy(a) = f o a. Es decir fy(a) hace conmutar el dia-
grama:
N

DS
f

M1 e M2
Nos planteamos ahora el siguiente problema, sea
M :0— M L My L2 My — 0,
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una sucesiéon exacta corta de R—mddulos. Cudndo es la sucesién:

Homp(N,M") : 0 — Hompg(N, M;) L
— Homg(N, Ms) 228 Homp(N, M3) — 0

exacta?

La respuesta més general que se puede dar a esta pregunta es la siguiente:

Afirmaciéon 1. Si M es exacta entonces
0 — Homg(N, M) L. Homp(N, My) 25  Homg(N, Ms)

es exacta.

Prueba. Supongamos que v € Homp(N, My) es tal que f1 n(a) = froa = 0, entonces
Im(a) C Ker(f1) =0, puesto que M es exacta. Por tanto o = 0. Esto de muestra
que f1n es inyectiva.

Sea ahora 3 € Hompg(N, M) un elemento de la imagen de f; n. Esto significa que
existe & € Homp(N, M) tal que 8 = f1 o a. Pero entonces

fon(B) = fan(fioa) = fro fioa=0,

puesto que fyo fi = 0, por ser M exacta. Esto demuestra que Im(f; x) C Ker(fon).

Finalmente, sea 8 € Ker(fazn). Esto es, fo 03 = 0. Esto implica que la imagen de
B : N — M estd contenida en el kernel de f5, pero al mismo tiempo Ker(f2) = M,
esto es, (3 factoriza a través de M; y por tanto estd en la imagen de fin. ®

Por tanto la respuesta a nuestra pregunta es afirmativa salvo, tal vez, por la exacti-
tud de Hompg(N, M) en la tltima flecha, o lo que es lo mismo, por la sobreyectividad
de

fon : Homp(N, My) — Homp(N, Ms).

Fijo N esta aplicacién serd sobreyectiva para toda M' exacta si y sélo si se cumple
la siguiente condicion: P: Para todo morfismo sobreyectivo de R—mddulos:

My — M3z — 0,

y todo morfismo
v: N — M,

existe v : N — M> tal que el siguiente diagrama conmuta:

Lo que motiva la siguiente:

Definicién 9 (médulo proyectivo) Un R—moddulo N se dice proyectivo si satisface alguna
de las propiedades equivalentes siguientes:
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a) la propiedad P,

b) para toda sucesién exacta corta M~ de R—mddulos la sucesién Hompg(N, M) también
es exacta.

Ejemplo 4. 1. Sea R" un mdédulo libre y supongamos que tenemos morfismos:

Rn

|

My —— M3 ——=0

Sea e1, ...e; una base de R" y m; := ~(e;). Sean m; € M> tales que f(m;) = m;. Como
R" es libre la asignacién ((e;) = m; define una aplicacién R — lineal 3 : R" — Ms que
por construccién satisface

y=1fop.

Es decir, todo médulo libre es proyectivo.
2. Sea R =7 y consideremos el médulo Zs y el diagrama:
Zo
7—>Ty —>0

donde 7 es el cociente de Z por 2Z. Este diagrama no puede ser completado con un
morfismo 8 : Zz — Z puesto que Homgz(Z2,7Z) = 0. Esto es, Z2 no es un médulo
proyectivo.

Ejemplo 5. Demuestre que:

a) un médulo M es libre (~ R") si y sélo si tiene una base eq, ..., e,. Aqui la definicién
de base es exactamente la misma que en algebra lineal: un conjunto de generadores
linealmente independientes.

b) si M es libre y e1, ..., ¢, es una base todo morfismo a : M — N se define mediante
una asignacién a(e;) = n; € N. En particular para todo N:

Homg(R",N) ~ N".
Ejercicio 9. Demuestre que Homy(Z2,Z) = 0.

El dltimo ejemplo nos permite deducir dos razones por la cuales un médulo puede
no ser proyectivo.

Afirmacién 2. Sea D un dominio (todo elemento de D # 0 es regular). Sea M un
D—médulo finitamente generado y supongamos que existe m € M tal que m es de
torsién, es decir, m # 0 y para algin n € Z,n # 0 nm = 0. Entonces M no es
proyectivo.
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Prueba. La hipétesis M es finitamente generado significa que existe un morfismo
sobreyectivo:
DF¥ — M — 0,

para algin k natural. El mismo argumento usado para demostrar el Problema 9 nos
permite concluir que
Homp(M,D") = 0.

La segunda razén esta relacionada con la existencia de extensiones no triviales.
Sean M y N R—mo6dulos, una extensién no trivial de N por M es una sucesion

exacta: B
O0—-M-—-M-—N—0

que no es isomorfa a la extension

0O—-M-—->M®&N — N — 0.

Isomorfismo entre extensiones significa que existe un diagrama conmutativo:

0 M M N 0.
\Lz‘d J{w \Lz‘d
0 M M’ N 0

Tenemos entonces:

Afirmacién 3. Sea N un R—mdédulo, supongamos que existe M que admite una
extension no trivial de N por M. Entonces N no es proyectivo.

Prueba. Sea -
0—-M-—-MIT- N—0

la extensién no trivial y consideremos el diagrama:

T

0 M M N 0

Si N es proyectivo existe 3 : N — M tal que 7o 3 = id. Del Ejercicio 10 se deduce
que la extension considerada no podria ser no trivial. m

Ejercicio 10. Sea B
0—-M-—-MIT> N—QO,

una sucesion exacta de R—moédulos, supongamos que existe § : N — M tal que
m o 8 = id. Demostrar que en tal caso M ~ M @ N y la extension definida por la
sucesién exacta es trivial.

Hompg(N,—) es uno de los casos mds importantes de lo que se conoce como un
funtor (en este caso de la categoria de R—méddulos en s{ misma). Construir a partir
de una sucesion exacta
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M :0— M, b M, 25 My — o0,

otra sucesion que termine en 0 y que tenga por inicio la sucesion:
0 — Homp(N,M,) L2  Homp(N,M,) 28  Homp(N, Ms) — ...

es un problema que involucra la construccién de complejos asociados a la sucesién
exacta y el cdlculo de sus cohomologias. En esta construccién aparecen de modo
natural médulos que parametrizan el conjunto de extensiones no triviales de M3 por
M;.
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